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RESUMEN

Tensor covariance and invariance of dynamical laws, as axioms of relatsvi-
ty, are not always equivalent. The implications of each axiomatic formulation, as
well as arguments in favor of each, are reviewed. It is supgested that the question

cannot be closed at the present time.

£l propdsito de esta nota es el de recordar que existen dos formas axioma-
ticas distintas de enfocar la relatividad, y el de discutir los argumentos en favor y
las implicaciones de cada uno de ellas.

Pocos puntos nuevos se presentaran, pero se pondrd énfasis sobre las ide-
as bdsicas que se tratan superficialmente en las discusiones ordinarias, y que son
insuficientemente apreciadas ain por especialistas en la teoria de la relatividad.

Pora ilustrar esta oltima afirmaciéon, los miembros de un coloquium sobre teoria de
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campo, muchos de los cuales tenian a su crédito varias publicaciones sobre fisica
relativista, discutieron larga y acaloradamente ain antes de que la esencia de la
controversia emergiera claramente. La presente nota es un sumario revisado y au-
mentado de estas discusiones.

En lo que puede llomarse la formulacién covariante de la relatividad, el
significado fundamental de la relatividad es que las cantidades fisicas deben des-
cribirse por medio de objetos geométricos (tensores) en un continuo tetra- dimensio-
nal, del cual nuestros procesos imperfectos de medicion solo regristan proyecciones
tri-dimensionales y uni-dimensionales. Por otro lado, de acuerdo con la formulacion
invariante, el significado fundamental de la relatividad es que las leyes basicasde
la fisica toman exactamente la misma forma para distintos observadores, por eje m-
plo, ecuaciones diferenciales parciales, con coeficientes constantes exactamente
iguales en todos los sistemas cartesianos de coordenadas,” independientemente del
estado de movimiento de tales sistemas.

La base de la discusién esté en el hecho de que para las ecuaciones de
Maxwell, estas dos formulaciones son idénticas, Historicamente hablando, la for-
mulacién tetra-dimensional de Minkowski vino después de la de Einstein, la cual fue
formulada en términos de invariancia; pero la estructura axiomética que eventualmen-
te toma ung teoria fisica difiere frecuentemente del razonamiento inicial que nos lle-
vo a su adopcién. Por lo tanto, partidarios de la formulacion geomeétrica (covarian-
te) pueden argiiir que la primera formulacién de Einstein debe considerarse un razo-
Camiento heuristico conducente a una teoria cuyo verdadero significado fué com-
orendido mas tarde (el sistema tetra-dimensional de Minkowski y lo teoria general
de Einstein) ; mientras que otros pueden alegar que la formulacion tetra-dimensio-
nal, aunque elegante y comoda, no tiene signific;::do intrinseco. Para ambas formu-

laciones la covariancia es un reflejo de una invariancia bdsica objetiva; esta inva-

riancia bdsica consiste, para el punto de vista de invariancia, en que las leyes de

FE—

* Sistemas coordenados curvi}ineos no son admisibles, de acuerdo con el punto de vista inva-
riante, en discusiones fundamentales (excepto en la teoria general de la relatividad, veose o-

bajo) porque introducen una onisotropia e inhomogeneidad ‘‘ortificiales’”,
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fisica pueden tomar una forma universalmrente valida ( a veces reflejada en cova -
riancia geométrica), y para el punto de vista de covariancia en la objetividad deunc
variedad geométrica tetra-dimensional (algunas veces reflejada en la invarianci a
obsoluta de las leyes dindmicas). No hay una necesidad a priori para ninguna de
las dos, aunque ambas son estructuras filoséficas completas, probablemente cier-
tas, en parte, pero sin duda sobre-simplificadas,

No seria correcto alegar que el punto de vista de invariancia proporciona
una base'‘fisica’’ para la relatividad, en contraste con el punto de vista covarian-
te ‘‘puramente matemdtico’’ . Mas bien, en el punto de vista de invariancia, la
refatividad es un principio aplicado a las leyes dindmicas del campo ( ejemplo, las
ecuaciones de Maxwell), con consecuencias cinemdticas, mientras que en el pun-
to de vista de covariancia, se hace una suposicién cinemdtica bdsica { la geome -
tria de espacio-tiempo tetra-dimensional) con algunas consecuencias dinamicas que
proceden de esta suposicién. L.a base cinemdtica es parte de la fisica con la mis-
ma razén que las leyes dindmicas sobrepuestas sobre esta base.”

L a razén de la identidad de las dos formulaciones de la relatividad en el
caso de las ecuaciones de Maxwell (asi como las de Klein-Gordon) es que fuera de

las constantes escalares solo aparecen las variables de campo y los operadores di-

ferenciales. Puede alegarse que no sucede asi en las ecuaciones de onda inhomo-

geneas:

a m "
VV A =47 (1)
: : M
(donde V“ denota la derivada covariante) pero el vector | no es parte de | a
ley bésica; refleja mas bien una situacidn fisica explicita.

Si hubiera una ley dindmica bdsica del campo de la forma:

K"V ¢=0 (2)

* | g tendencia de la relatividad general y las teorias de campo unificadas basadas sobre

ellos sonde unir los aspectos cinematicos y dindmicos de la fisica.
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J7)
donde K  es un vector prescrito o un campo vectorial, y ¢ una variable de

campo, fos coeficientes de las ecuaciones diferenciales parciales variarian de un
sistema inercial a otro. Aun la presencia de un campo escalar prescrito en una
ley dindmica basica destruiria la equivalencia de observadores en posiciones di-

terentes. Ahora bien, existe una ley bdsica que es superficialmente de la forma

(2), la ecuacion de Dirac:
(iy V. +K) y=0 (3)

pero esto intensifica mas bien que aplaca la discusion, Como es bien sabido las

matrices <y pueden considerarse como las componentes de un vector constante
componentes que son distintos en sistemas coordenados diferentes (punto de vis-
ta covariante), en cuyo caso el significadeo original (invariante) de la relatividad

se pierde; en ese caso, ¢ es un campo con cuatro componentes escalares. Por
ofra parte, uno puede superponer sobre cualquier cambio de coordenadas en espacio

tiempo una transformacidn en el espacio del spin, que repone el status-quo en lo

que se refiere a las matrices 7y , aun cuando las componentes de y difierenen-

tonces de un sistema coordenado a otro; en la Gltima formulacién (invariante), las

matrices ¥ no son objetos geométricos verdaderos en espacio-tiempo a pesar de
- - - . . v . *

la notacidn enganosa, el indice solamente indica sumo y no caracter vectorial”™, Co-

da punto presenta cierta similitud con el caso de las ecuaciones de Maxwell:

* Las formulaciones invariantes y covariantes de la ecuacion de Dirac pueden ser conside-
radas como casos especicles de transformaciones generales combinadas en el espuscin-tiem-
po y espacio spin. En discusiones basadas en este punto de vista mas gn!:rnnﬁ.-.-r'r.il2 los in-
dices del spin gunerulmnnfe se escriben explicitamente, ejem. ')/P'A B, LPA , una nota-
cion debido o0 Veblen . Lo sintesis ofectodo de esto manera nos proporciona uno imaogen
mas clara de la controversia de invariancia-covariancia en la medida en que concierne a la
ecuacion de Dirac, sin resolverla sin embargo. Para partidarios del punto de vista de in-
variancia, esta sintesis suministra un camino menos extremo de llegar a su fin que aquel
que pasa por alto el caracter vectorial del indice en las matrices 7y . Partidaorios del pun-
to de visto de covarioncia consideraran la necesidad de correlacionar las transformaciones de
coordenadas come poco noturales. [ Si 1o etiqueto que designo al sistema de coordenadas

, , - . ‘ 4 . - -
esta ligado a las indices mas bien que al simbolo que caracteriza al abjeto geometrico (es-

-, - o 5 - .
ta notacion idealmente adecuada a {a geometria, se debe a Schouten ). cualquier considera-
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el punto de vista de invariancia en que las ecuaciones de campo de Dirac son exac-
tamente las mismas ecuaciones diferenciales parciales en todos los sistemas de re-
ferencia Galileanos, y el punto de vista de covariancia en que las ecuaciones deno-
tan una relacién geométrica tan solo en el mundo de Minkowski. Todas las conse-
cuencias fisicas de la ecuacion de Dirac son en (ltima instancia debidas a las re -
laciones de anti-conmutacion de las matrices <y , de modo que la disputa alrede -
dor de cudl es el significado fundamental de la relatividad, no puede determinarse
por medio de la ecuacidn de Dirac.

Un argumento en favor del punto de vista de invariancia es presentado por
la posibilidad de representar el momento angular total como un operador de rotacion
infinitesimal, si se sigue el punto de vista de invariancia, Como puede verse en

8 9 .
y otros, la ley de conservacién de momento angular to-

I‘(rtzlrner:-:,?rjIr Wigner , Dirac
tal ] de un sistema aislado es una censecuencia directa de la isotropia del es-
pacio en el cual el sistema estd localizado. Porque si el espacio es isotrépico, el
operador de rotacién no debe afectar al Hamiltoniano; el operador de rotacion en el-
punto de vista de invariancia, en el cual se supone que el espacio es isotropico
(véase abajo), puede entonces identificarse con una constante del movimiento (para

sistemas cerrados). Hay calculos que demuestran que:
Dzzya/Bx-xa/ay+L§’yi’yQ (4)

donde D_  es el generador de rotacion infinitesimal alrededor del eje z ,en el
punto de vista de invariancia tal como se aplica a la ecuacion de Dirac. EI Glti -
mo términoen D_ , %Yy Yo 4 S€ deriva precisamente de aquella parte del ope-
rador de rotacién que regresa a las matrices 7y a su forma original por una trans-

formacién en el espacio de spin. E! operador Hermitiano correspondiente

cion de invariancia para componentes de un objeto geometrico nos conduce a monstruosida-

?a ] ]
des de notacién que se siguen de ‘)/‘“'A g = yH A B]. ~ Ademas, muchos partidarios del
punto de vista de covariancia se opondrian a nb|et?s geometricos _curr]unes: dos espuc:{q_s'
(espacio-tiempo y espacio sptn) como un ulte_riur e innecesario ulemmqntu e‘ procesos tisi-
cos comprensibles enteramente en espocio-tiempo. Preferirian considerar el espacio spin
como un recurso matematico conveniente paro representar relaciones de-nnn-conmuh!:cmn ;
pero de otre modo sin significado fisico. Es notoble que existen ecuaciones tgqso;m:;ﬁ uc-ﬁ
propiadas (ejem. ecuaciones sin indices de spin Iilere) equntulentes a I::_l ecuacion 'EI nri:l. :
L as ecuacjones tensoriales equivalentes son isotropicas (ejem. los indices tensoriales li~

bres son ligados a variables de campo u operadores diferenciales o @ simboles que denotan
una situacion fisica explicita).
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primeros términos) el término (extra) %i h 7y, ¥, , que describe el momento an-

i 1 D incluye ademds del momento angular orbital convencional (los dos

gular debido al spin. El operador ] es entonces identificado como el momen -
to angular total; tambien tiene las propiedades de conmutacién correctas. Este ar-
gumento no es concluyente, solo demuestra que el punto de vista de invariancia
puede, en este aspecto, ser mas elegante. En el punto de vista de covarianciq, el
generador de rotacion infinitesimal (llamémoslo D’ ) solo tiene los dos primeros
términos (orbitales) de la ecuacién (4), y no regresa a las matrices 7y a su forma
original, i h D"z (identificado con el momento angular orbital) no conmuta con el
Hamiltoniano, y no caracteriza una constante de movimiento. No esperamos tal co-
sa, ya que en el punto de vista de covariancia se abandona la isotropia del espacio
(véase abajo); en ese caso una rotacién puede afectar al Hamiltoniana La discu -
sion de este parrafo no esté restringida a electrones y a la ecuacion de Dirac™® .

Puede sugerirse en favor del punto de vista de covariancia, que la relati -
vidad general, teoria intrinsecamente geométrica, ha hecho pasar de moda el punto
de vista original de invariancia haciendo equivalentes todos los sistemas de coor-
denadas y no solo a los sistemas pseudo-cartesianos, aunque mas bien en el senti-
do de covariancia geométrica que en el de invariancia numerica de los coeficientes
de derivadas en sistemas pseudo-cartesianos; de hecho, es dudoso que los sistemas
pseudo-carfesianos tengan un significado fisico excepto como una aproximacion lo-
cal. En sistemas no-cartesianos, ecuaciones tales como (1) y (3) ya no tienen
coeficientes constantes. La réplica para tal argumento puede hacerse en dos ni -
veles diferentes:

1) Un sistema localmente pseudo-cartesiano (inercial) puede introducirse en
cada punto de espacio-tiempo, en el cual { “)\p } =0 en ese punto, Entonces
los ecuaciones bésicas de primer orden de Maxwell y Dirac (en el punto de vista de
invariancia) conservan los mismos coeficientes constantes; en el caso de las ecua-

ciones (1) de segundo orden, o en las ecuaciones de Klein-Gordon, el término princi-

pal conserva su coeficiente constante invariante.

2} Las ecuaciones de Maxwell y Dirac no pertenecen en realidad a la relati-

. . x
vidad general, pero estén ‘‘acomodadas’ clli a falta de un razonamiento mejor .
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l_as ecuaciones basicas de relatividad general son de la forma R#y = 0.

-n esa ecuacidon los términos son de la forma gps y de nuevo

las ecuaciones diferenciales (ahora no lineales) tienen los mismos coeficien-

tes constantes en cada sistema coordenado (no necesariamente pseudo-car -
tesiano) . El caracter de coeficientes constantes invariantes ae las ecua-

ciones, destruido por no-cartesianos, en los casos de las teorias de

9y
Maxwell y de Dirac, es restituido inmediatamente cuando se convier-

. * K
te a su vez en variable de campo .

s I

Hay una forma de hacer la formulacién covariante equivaiente a lafor-
mulacién invariante: el espacio-tiempo, ademds de las propiedades atribuidas
a él por situaciones fisicas explicitas, puede esperarse isotropico y homogeneo.
Como la existencia de un vector determinado o un campo vectorial K* (o ain un
campo escalar determinado) es incompatible con este requisito, se eliminan las le-
yes bésicas de la forma (2). Es muy factible, sin embargo, considerar la isotropic
y la homogeneidad como aspectos accidentales de las ecuaciones de Maxwell, para o-
bandonarse cuando buscamos nuevos principios heuristicos. Esto es de hecho, el

_ , . 15 1ie
punto de vista usado en la nueva teoria de electrones de Dirac .

Las posibilidad de formular consistentemente e! punto de vista de covarian-

cia muestra que la extendida creencia de que los tensores no son adecuados parale

, : , . 1 2 L : .. t¢
descripcién de la realidad fisica™ ’, no ha recibido hasta hoy una contirmacion

8
definitiva .

Hay interesantes trabajos en proceso en la direccion de describir los efectos

* La mayoria de ios fisicos que tratan seriamente la relatividad ienurul, esperan que los cam-~
pos ''lineales’’ (Maxwell.Dirac, Klein-Gordon) aparecerdn a su debido tiempo, como aproxima-

ciones lineales de una teoria de campo unificada, como por ejemplo |a de Einstein1? y la de
Schrodingert®, En esas teorias de campo unificadas se pueden esperar ecuaciones de campo
de una estructuro andloga a Jas de campo gravitacional, mas bien que a las de ecuaciones li-

neales de campo utilizadas hasta el presente.

** Para una discusién ‘‘invariante’’ de la ecuocion de Diroc en la relatividad guneriil, usane-
do el formalismo '‘vierbein’' de paralelismo distante de Einstein, vease Belinfante*™ quien
considera al indice vector de las matrices ¥ como un indice mas bien local que universal.

tLa anisotropia discutida por Dirac estd conectada con el hecho que, de acuerdo con la Eltc-
trodinamica cudntica, aun el vacio contiene alguna corriente virtual indicando una direccion
pero todas los direcciones tienen una probabilidad igual de ser escogidas.

ttBelinfonte’” ha propuesto una formulacién invariante y no covariante de electrodinamica.

Ah{ se necesitan transformaciones mas complicadas aln que aquellas de espacio de spin pa-
ra hacer aparente la invariancia. En este caso, la formulacion covariante ordinaria precedio

a la teorta no-covariante.
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de cudnticas asi como la relatividad en términos de geometria de espacio-tiempo.
(Ver la contribucién de Vigier en De Broglie y Vigierm). De hecho, en vista de la
aparente impunidad con la que uno puede abandonar la isotropia en el caso de las
matrices 7 de las ecuaciones de Dirac, uno puede elucubrar si en el futuro no se
abandonaré también la homogeneidad del espacio-tiempo, describiendo de ese mo -
do efectos fisicos adicionales, Es posible naturalmente que tales aspectos aniso-
trépicos e inhomogeneos de la capa substratum reapareceran como aspectos del cam
po en teorias de campo mds elaboradas, por medio de un proceso andalogo al descri-
to para el tensor métrico en la relatividad general.

La disputa no puede ser decidida en el momento actual. Solamente tres le-
yes relativistas (Maxwell, Dirac, gravitacion de Einstein) se conocen ahora, No
es sorprendente que sea posible postular dos super-leyes diferentes que no estan
en contradiccién con las tres leyes conocidas: Uno se siente algo asi como en el
cuento de los siete indios ciegos que tocaban las partes diferentes de un elefante
y disputaban sobre la naturaleza de lo que tocaban. Quizas la invariancia y la co-
variancia, en el sentido mencionado agui, son super-leyes validas. Quizds lasdos
son solamente reflexiones parciales de la objetividad de un universo fisico mas ba-
sico aon desconocido. En el actual estado de cosas, el autor piensa que el punto
de vista de covariancia es mas conducente a nuevas ideas en fisica, especialmen-

19, 20, 21

te de la hidrodindmica del (inobservado) substratum o

Los participantes en el coloquio a que nos referimos en el primer capitulo:

B. T. Darling, Robert D, Hatcher, Banesh Hoffmann, George E. Hudson y Eugene
J. Saletan, revisaron amablemente parte o todo el manuscrito, sin estar todos de a-
cverdo con su contenido. También me place agradecer al critico anénimo de Science

por la sugestion de varios cambios en una version anterior de esta nota, que no ha-

bia sido publicada.
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