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RESUMEN

This work contains an analysis of some of the fundamental principles under-
laying the construction of operators in Quantumm Mechanics. Fach operatoris as-
sociated to a projection operator and these projection operators are shown to fulfil
a set of properties formally identical to those of a probability field. It is shown
that, by the introduction of a measure in configuration space it is possible to ob-
tain complete sets of commuting observables baving, within limits, preasigned
specira. The introduction of new operators by consideration of the groups expressing

the symmetries of the system, is discussed.

I. CAMPOS CUANTIZADGS DE PROBABILIDAD.

Consideremos un sistema mecdnico cuyos observables constituyen unes-

pacio de configuracién & . Cada puntode € representa una posible configu-
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racion clasica (es decir, no cuantizada) del sistema que requiere cierto nimero de

r

datos para su especificacion (a) , @, «.. cr,;) . Elconjuntode las a (i = {,
..n) se representard por el simbalo (a’) . Asi, (a’) es un punto de &y
€ a suvez es el conjunto de todos los ().

Denotaremos por A un conjunto arbitrario de puntos de £ es decir, un
conjunto arbitrorio de configuraciones no cuantizadas del sistema. El simbolo A
designard en lo sucesivo una ‘‘variable conjunte’’ . Ademas introduciremos como
base de toda nuestra discusién una clase B de conjuntos A, que sea un anillo
de Borel. Le esta sverte, ( A,B) es un espacio medible, Supondremos ademas
que & € B, o seq, que restringimos B a un algebra de conjuntos.

Introduzcamos ahora una medidae .  sobre B , de manero que (ARB,u)
sea un espacio metrolégico*. Excepto por el hecho de que la funcién de con-
iunto 4 debe ser una medida, no supondremos ninguna ofra restriccion sobre u
es decir, consideramos una medida enteramente arbitraria. Por otra parte, indistin-
tamente trataremos 4 como funcién de conjunto 1 = w1 (A) o como funcion
casi mondtoma = u{a’) de las variables (') alacual (1 {(A) esta uni-

, 1, 2
vocamente relacionada .

El esquema de cuantizacién se realiza de la manera siguiente: A cada pun-

to (a’) € 8 asociamos un elemento
(a’) &> | a' > (1)

de un espacio de Hilbert ¥ . Nuestra suposicion basica es que existe un espa -
cio H que puede ser puesto en correspondencia biunivoca con € de tal mane-
ra que los kets | a’ > satisfagan las siguientes condiciones:

a) Los kets | a’ > forman un sistema ortonormal respecto a la medida

L, es aecir:

{ <a'la”>dpla) =4, (a) (2)

" - ——
©nh el curso de este trabajo, |a palabra ‘‘metrologico’’se va a usar para denotar aquellas pro-

piedades del espacio que se refieren a la medida u , propiedades que, en general, sonen

todo diferentes a Igs ' metricas’’ que dependen de la introduccion de una distancia entre pa-

res de puntos de
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en donde lo integral del lado izquierdo debe entenderse en el sentido de Stieltjes,

A es cualquier conjuntode B y A A (a’) es la funcién caracteristica de A

es decir:

’ 1 si(a’) € A
A (a') = (20)

A 0 si () € A ,

Ademas (2) y (2a) valdrén paratode A € B .

_ , 43, 4
b) Los kets | o’ > forman un sistema completo, es decir '

[lad>dula)<a| =1 , (3)

en donde [... denota la integral extendida al espacio completo € .
Con estas hipotesis, a todo conjunto A € B vamos a asociar un operag-

dor P (A) que definiremos por la relacion.

P(A) = [ |a>du (@) <d| |, (4)
A

L

de la definicion y de (2) se sigue inmediatamente que:

PA) |l > = [ |a’> dpu Y < |a > =AA(a')la' > (5)

A
de manera que P (A) tiene valores propios 0 y |1 y debe por tanto satisfa-
cer la ecuacion:
P(A) [P(A)-1] = O ) (5)
o sea que :
P(A) = P(A) (6)
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es un operador idempotente,

Todo conjunto A € B determina un conjunto de kets |a’ > , a saber
todos los kets |a’ > cuyos ‘‘argumentos’’ (a') son miembros de A:
{ l @ > : () €e A} yasuvez estos kets subtienden un espacio lineal en X
que es la clase de todos los elementos | f > € H que son combinaciones linea-
les de dichos kets. Asi, o todo conjunte A de puntos de & se le puede ho-

cer corresponder un espacio lineal M (A) de H que se define por la relacion

MA)= {|f>: |f>= [|a>du(a) <a’|§>)
A

. (7)

obviamente esta correspondencia es biunivoca:
A < M{A) , (8)

de suerte que ol anillo B de conjuntes A corresponde unaclose [ = L (B)
de espacios lineales de ¥ , cuyos miembros son los M(A).

. 5
Designaremos ahora por M(A) el complemento ortogonal ~ :

M(A) = X6 M(A) , (9)

de M(A) en H . Si A eselcomplementode A en & , serd:

M(A) = M(A") ... (9a)
Ademas, K se puede descomponer en la forma:

K= M(A) & M(A) , (9b)

y cualquier ket I y > € H se puvede escribir como :

|y >

[ la'>dpu(@)<a|y>+ [ |&>du(a)<d|y>=
A A



=|‘P>A + “l’:’ﬁ (10)

en donde |y >, es la componente de | y> sobre M(A) vy |y >A' , la
componente sobre M(A) . De (4) se sigue que |\p > ¢ H ,

PA) [ y> = |y>, , (1)

o sea que P(A) es el operador de proyeccién sobre M (A).
De las relaciones anteriores se desprenden inmediatamente los siguientes

resultados: si ) designara el conjunto vacio,

P(Q) =0 : (12)
del caracter completo del conjunto de kets resulta:
P (8) = ] 7 (]20)

ademas

P(A,) *+P(A) = P(A, UA,) , (12b)

para cualquier par A, , A, de conjuntosde B tales que A nA, = 8 .
La relacion de inclusion establece un ordenamiento parcial de los conjun-
serd M(Al) C M(AQ) asi que

la misma relacion de inclusién establece un ordenamiento parcial de los espacios

tos A € B. Claramente, si AL cA, ,

lineales M € L (B). Podremos ahora convenir en que cuando A,e A, o

que ocurre si y solo si M(Ai) S M(AQ) ,  se escribira:

P(A,) < P(A,) , (13)

lo cual establece un ordenamiento parcial de los operadores P(A) . Entonces ,
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en tanto que paro todo A, 8¢ Ac &, de (12), (120),y (13) se sigue que para
todo A e B,

0 < P(A) < 1 (12¢)
Por otra parte de la definicion se sigue que:
P(A,) P(A))= P(A) P(A) = P(A,~nA) (14)
de donde se infiere que todos los P(A) conmutan:
[ P(A,) , P(A) ]1=0 (12d)

Las ecuaciones {12) a (12d) tienen todo el aspecto formal de los postulados de
Kolmogorov sobre la probabilidad. Basta substituir & por H, (&) por
’a’ >, A por M(A) vy B por L (B). Los operadores P(A) se com-
portan como una probabilidad sobre £ . Por estarazén (X, £, P) se ltamard

un CAMPO CUANTIZADOQ DE PROBABILIDADES. Es de hacerse notar que la re-

lacién (13) representa solamente un ordenamiento parcicl. Esta caracteristicay la

idempotencia de las P(A) son las principales notas distintivas entre las probabi-

lidades cuantizadas y las ordinarias.

Como operadores, las P(A) son acotadas. En efecto, en tanto que:

| PA) > <] Ty> I,

sera siempre:

| P(A) | € 1 (15)

La funcién de conjunto P(A) puede asociarse univocamente o una fun-

cién puntual P(a’) de la manera ordinaria: a cualquier punto  (a’) € £ sele



hace corresponder el intervalo semi-infinito ( («©), (') ) vy entonces P (')

se define por la relacion :

(d)
P(e) = [ |a” >du (a”)<a” ] | (16)

“a0

de sverte que P(a’) se comporta como una funcién de distribucion .

Formalmente, en el sentido de NIKODYM, escribiremos:
dP(a) = |&> du(a’) <a'] , (17)

de donde se infiere que la derivada de NIKODYM:

dP(a,’l) _ la: o '< arl ' (18)
du(a’)
es la proyeccién sobre el eje | a’ >,
II. CONSTRUCCION DE OPERADORES.
Sea ahora f(a’ , a'2 . eoe a:1 ) = §(a’) una funcién de posicién en E.

La esperanza de f(a’) respecto a la probabilidad cuantizada P (A), es el ope-

rador:

f(a) = [ f(d) dP () , (19)
se ftiene:

f@) |a' > = [ fa”) dP (@) |a' > = [ f(a") |a" > du (') <a’|a>

= f(a) | > ,

es decir, f(a) es diagonal y sus valores propios son f(a’'). En particular, si

f(a’) = a} es una de las coordenadas, el operador resultante:
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o= [ a! dP(a') (20)

es el operador asociado a la variable a:. . Este operador se puede entender como
el valor esperado de a: relativamente al sistema de probabilidad cuantizada.

Si | y> es un estado arbitrario, podemos definir para todo A  la funcién

(numérica) de conjunto:

p(Aly) = <y PO Ly> =] Ty>, 117, @)

es decir, p(A[y) es laesperanzade P{A)} en el estado > .

En general,

> = [|a>du(@)<d|y> = |a >du(@) yl@) , (22

en donde:

y(@)= <a|y> (22a)

se lloamarg la ""FUMNCION DE ONDA’’ que representa ol estado | y > >
De (21) y (22) se sigue que:

p(Aly)=<y|PA) | y> = [<yla>dul@) < | ¢> =

A
4
= [ yl@) ] dula) (23)
A
es decir, p(A| y) es la probabilidad de encontrar al sistema dindmico en cual-
quier estado (a’') € ‘A cuando se encuentra en el estado ly> .
Si | y > esta debidamente normalizado, p(A| y } ° es una probabi-

lidad en el sentido ordinario. Concretamente, es la probabilidad de transicién (cau-

sada por observacion) del estado | y> al ""estado conjunto’” A . De este
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modo, por medio de (21), la probabilidad operacional P (A) puede emplearse po-
ra definir infinitos campos de probabilidad ordinaria p(A| y) correspondientes

a touos los estados bien comportados | ¢y >  del sistema,
La integral:

() o
pla’| ) = [ |y(@) ] dula”=<y|Pl)l >, (24)

= O

es la correspondiente funcién de distribucion. Es de observarse que p(A | )

es uniformente continua respecto @ k(A) y que la derivada de Nikodym:

M = | y(a”) f2 (25)
dw(a’)

es la densidad de probabilidad respecto a1 .

Lo esperanza del operador f(a) en el estado | y > serad:

Il

<fla)>y= <y | f@|y>= [fa)d<y|Pa)]y>
= ff(a’) dp (a’ | Y ) ’ (26)

es decir, es la esperanza de la funcion f(a’) respecto a la probabilidad p(A qu).

IIIl. TRANSFORMACIONES.

Sea T:a—&8 = T(a’) wunatransformaciénde & que manda el pun-
to (a’) alpunto (@') . Envirtudde T, unconjunto A de €& se trans-

.. - , 1 4
formara en un conjunto A= T (A) yasuvezserd A =T (A) ., Asuvezla

medida ;. sufre una transformacion u —~ [ endonde [ (A) = u | T (A)]=

= i (A) . Consideraremos tan sélo transformaciones B-medibles que dejan la me-

dida invariante. Para ellas sera:

ZA)=p [TT(R)] = wtA) = u (K) , (27)
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estas fransformaciones las llamaremos ISOMETROLOGICAS.

En virtud de la correspondencio biunivoca (a’) «> la’> entre puntos
de & yketsde X, al transformado (@’') de (a') corresponde un ket
| &’ > que puede considerarse como el transformado de ' >.

Asi pues T induceen X una transformacion:

la'> - la > .= | Tla') >
. (28)
a' = T (CI.’)
En virtud del caracter ortonormal de los  |a’ >, la transformacién in-
ducida en H podrd representarse por un operador unitario u T tal que:
<® | = <T(a)| = < | v,
(29)
» -1 $
| a' > = | T(a,) > = U i L > .

T

L.a ley de transformacién de las proyecciones se siguen inmediatamente:

P&) = [ o> dp@)<a’l = [ & >du(a)<a| = P@A)

- J [ T(@) > du (@) <T(a) | = o’ _i la’>dp(a) <a | u =
=u','r1 P(A) U .

En virtud del caracter isometrolégico de T, FUNCIONALMENTE P (A)

se transforma por invariancia y como operador sufre una transformacion unitaria:

1

P(A) = PIT(A)] =v ~ P(A) v, . (30)

T

La funcion de transformacion es :
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<@\ ad> = <a"|u_ |a> (31)

T

y un sencillo cdlculo muestra que los elementos de matrizde P [ T(A) ] son:

< ' [ P(T(A)) } a'' > = j <a' I T(CL”’) S d#(ﬂ.”’)‘( T(all!) ‘a”)

A

£<Cl' la,” > dp(&"”) <z’ | ! >, (32)
Y ;

Podemos asociar a las nuevas variables Ei'i E,i (a’) un conjunto de

operadares ar.'i empleando el mismo formalismo del parrate Il :

a, =a (a) = f&’i (') dP (a’) , (33)
por cambio de variables en la integral resulta:
a, = |/ a, dP (a’) , (33a)
y empleando las propiedades de transformacién de P (A),
2 = fo dultPla)u, = vl e, (33b)
asi que debera cumplirse:
- _ -1
(11 = (11 ((1) h: UT a.i UT P (34)
ademds es obvio que:
a fa >=13a [a> : (35)

de manera que el formalismo entero permanece invariante.
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1V. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES:

Consideremos ahora un grupo g= { T} de transformaciones isome-
trolégicas, Supondremos que <G es un grupo continuo con p pardmetros:
(¢ , t et ) = (r) . El elemento de parémetros (r) serd designado por {r}
y el correspondiente punto en el espacio parametrico P(q) se denotard por (r) 7

Suponemos ademds que el origen r'= 0 corresponde o lo identidad del grupo

T =1 . Nuestros operadores u_ serdn ahora funciones de los parametros de T

y los denotamos consecuentemente por u(r) . Las ecuaciones (34) se escriben

chora en lo formo:

at = al (a,r) =u (Ji')m1 a u (r} . (36)

correspondiendo a la transformacion:

't at (a',r) . (360)

. . Lo s . 8,6 o
Introducimos ahora las transformaciones infinitesimales ’ .

}\‘lj (o) = (3 &Y (a,r) ) ) (37)
o r!

lj _ (3 U (r)) ] (38)
or!

Puestoque u(0) =1 y a!'(a,0)= a', derivando (36) parcialmente

respecto a 1!y tomando el limite cuando todas las ¢ —~0 resulta:

i i |
)\’(a)= a l“-lj a



C 5€d

(al, 1. ] = A (&) , (39)

relacion que expresa las reglas de conmutacién entre las observables a' vy los

operadnres infinitesimales Ij del grupo de simetrias.

Se sabe por otra parte que los operadores u(r) deben satisfacer las ecua-

ciones:
fo .
IICAUNEEO) SV e , (40)
dJr!
endonde las  v* i (r) son las funciones caracteristicoas de ¢ . Se recuer-

} - - - " . . B
da ademds que los operadores infinitesimales cumplen las reglas de conmutacién :

(41)

siendo las ¢ ‘i‘j las constantes estructurales del grupo. Ademas, del caracter

unitario de u(r}) se deriva, como es sabido, la propiedad antihermitiana de las

Ij:

[ - - I . (42)
Podemos pues formar un conjunto de operadores hermitianas:

B, =il , (43)

3

que son los IMPULSOS ASCCIADOS AL GRUPO g . De (39) y (41) resultan

las reglas de conmutacion:

lal, ,Bj] = i )\i_(a)

]

(8,8, 1=ic B, - (44)
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Nuevamente de (36) resulta:

dal _ [ai,,Bj] (45)
or?

que es la ecuacién de movimiento del operador a! respecto al parametro r!

y por otra parte escribiendo la ecuacion de transformacion de los kets basicos (29)

en la forma:

<’ | = <a | v (r)
(46)
15"> = u(®) |a >
se obtiene la ecuacion de movimiento:
| .—B < {fJ—::: < CI,’ ‘ ﬁj
or!
(47)
..|_a|_a.:.—>:= lBj‘CL,>
Ot

En la continuacién de este trabajo estudiaremos algunas consecuencias de

estos resultados.

REFERENCIAS

1. Halmos, Measure Theory, New York, 1951.

2. J. V. Neumonn, Functional Operators , Princeton, 1950,

3, P. A.M.Dirac, The Principles of (\uantum Mechanics, Oxtord, 1947,

4, K. O. Friedrichs, Mathematical Aspects of the Cuantum Theory of Fields, New

York, 1953,

66



5 B. v. Sz, Nagy, Spektraldarstellung lLinearer Transformationen des Hilbert -
schen Raumes, Berlin, 1942,

6o Je. ve Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin, 1942

7. E. Wigner, Gruppentheorie und ibhre anwendung auf die Quantenmechanik der
Atomspektren. Braunschweig, 1931.

8. L. Pontrjagin, Topological Groups, Princeton, 1946,

9. B. L. van der Waerden, Die Gruppentheoretische Methode in der Quantenmecha-
ﬂfk- Berl in, ]9321

67



Esta Pagina esta intencionalmente en blanco.

03



	rev: 


