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[11.- FENOMENOS DE CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES .-
EFECTO DE LA DISPERSION DE IMPULSOS.

3.0 Objetivo de este Capitulo.- En el capitulo | seccion 5.0, se ha indicado
que una funcién de excitacion aceptable ¢ (t), se puede descomponer en tres fun-
ciones componentes: Una funcién continue ¢, (t) de clase C® en el intervaio
0 <t€ ®, Una funcién discontinua ¢, (t) en forma de escalera que presenta
saltos de altura finita, sobre un conjunto numerable de puntos aislados en el inter-

valo 0< t { ®, Una funcion singular Pq (t) que es casi nula para todos los

ey i T —

*La primera porte de este tr-ubuio fue publicada en el volumen IV. png: 61, de la Revista
Mexicana de Fisica,
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puntos en el intervalo 0< t < ©, Los puntos excepcionales forman un conjunto
numerable y aislado, donde ¢_ (t) toma las mismas funciones singulares conteni-
das en (1) . Es decir, ¢, (1) esta formada por los impulsos, dobletes etc. de
@ (1)

3.01 E| estudio de convergencia que ahora nos proponemos investigar se
describe asi: Consideremos el problema general de sintesis de determinar un arre-
glo de ventanas S_ (1), arreglo que representa a la funcion del sistema, tal que
transtorme la excitacién o (t) en una respuesta de la forma v * (t), la que es
unc funcién simil a ¥ (1).

Supongamos ahora que se toma la componente ¢, () de clase C ° aso-
ciada @ ¢(t). Con esta componente determinamos las medidas a_, a,, «0e, @
de la distribucién de ventanas, tal como se hizo en la seccion 2,22 del capitulo an-
terior. Ahora nos proponemos investigar cual es la respuesta de un sistema lineal
de cuatro terminales representado por la distribucién asi calculada o las excitacio-
nes componentes ¢, (1) y o4 (f).

El estudio correspondiente se ordenara como sigue:

a.- Respuesta del sistema en la vecindad de un impulso aislado de ().

b.- Respuesta del sistema en la vecindad de un salto aislado de ¢ (t).

c.- Respuesta del sistemo a la excitacién (1) en el intervalo 0€¢< t;;
siendo t; f la duracion o vida de la distribucion de ventanas.

Las respuestas del sistema relativas a los casos @, b, c, constituyen un
comportamiento anémalo del sistema. Ep estos casos se producen fenémenos de
convergencio, durante los cuales las grdficas de respuesta_pueden sobrepasar a las
' tolerancias prescritas por el conjunto [ € |- ] mencionado en los capitulos ante-
riores,

El resultado de este estudio demostrard que cada apertura o, , del set
[ ay ] , estd centrada sobre los puntos que forman los conjuntos donde ¢ (t) es
discontinua sobre singularidades. El intervalo 0 < t < t;, tambien pertenece al
set [a ].

Se demostraré que la minima apertura es necesariamente igual a t;, t; =

vida de la distribucion.
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3.02 En un sistema finito, principalmente con elementos concentrados, la
propagacion de un impulso se verifica con dispersion. El impulso se transformaen
un pulso de abertura ‘‘a’’ diferente de cero y puede tener oscilaciones laterales,
Por esta razén, una funcién de sistema S_(t) no se forma por la distribucién ideal
de un nOmero de impulsos de duracion cero. El tipo de funciones de sistema que o-
hora estudiaremos estd ilustrado en la figura 1(5 - 1.4), seccién 1.4,

Nos proponemos estudiar en este capitulo la cuestién siguiente:

Supongamos ahora que la funcion S_(t) no esta formada por impulsos dis-
tribvidos sobre un conjunto de medidas cero, sino que cada impulso constituyente
se dispersa en un pulso de apertura & , conteniendo respectivamente un drea igual
alamedida a ,k=0,1,2 .., m odelimpulso correspondiente. La figura
1 (IIf-3.01) muestra la dispersién de la distribucién de impulsos, correspondientes
a la figura 1, (I1-2.1),

Es necesario investigar cuales son las modificaciones o interpretaciones que
se debe dar a la expresion 2, (I1-2,22) que determina las medidas a _,n=0,1,,..m
de una distribucion de ventanas en la solucion de un problema dado cuando se
considera la dispersion.

Se demostrard que las expresiones 2,(Il - 2,22) tambien producen las areas
respectivas de las ventanas en el kernel disperso, con la condicién adicional que

el médulo de oscilacién de la componente continua ¢, (t) de ¢(t) sea pequefio

en el intervalo t de vida de la distribucion Sc (1) .

3.1 Respuesta de la vecindad de unt impulso cislado de (1),

Consideremos el i-esimo impulso de la componente ¢_ (1) asociada a o(t).
Sea p. la medida de este impulso. La funcién de distribucién B.(t) asociada
a este impulso es un escalén en el tiempo t. , de altura p, . Larespuesta del
sistema caracterizado por la distribucién S_(t) sera dado por una integral de con-
volucién. Por integracién por partes esta respuesta, llamémosla r. (t), serd dada
por:

ry M= [ S (-7) d By (1) = p; S (t-1,); 1, (I-3.1)

Q
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La respuesta es pues la funcién de sistema misma desplazada un tiempo t.,
del origen, y ampliada p, wunidades. La duracién de la respuesta serd avidente -
mente t; unidades de tiempo.

En virtud del caracter singular del impulso de excitacién, el resultado ante-
rior es jgualmente correcto cuando S _(t) estd formada por impulsos dispersos.

La figura 1, (Ill - 3.1) muestra un esquema, no a escala, de esta Gltimo tipo de res-

PUBSTG.

Sean t. y t. ., los tiempos en que aparecen dos impulsos sucesivos de

pa(te Si t,

ponen, Para t. .11 <t; entonces la respuesta se obtiene por sobreposicion

- t. > t;, entonces las respuestas de cada impulso no se sobre-

de cada una.

3.2 Respuesta en la vecindad de salto aislado de ¢, (1),

La respuesta del sistema cuando el kernel Sc(f) es de caracter singular
o no singular son diferentes pero parecidas, Ver figuras 1, (l1-2,1) y 1, (Il -3,01).
Aplicando la integral de convolucién se obtienen inmediatamente las respuestas en
ambos casos. Sea J, la medida del salto de la funcién ¢, () ocurrido en el

tiempo ty

'

Rk(f)= J" @, (t-7)da (7)= J, ftda. (7)

© o

Recordando que ¢, (t) =0 parat<t ¢ (t)=J, para t>1t .
La figura 1, (IlI-3,2) muestra ambas respuestas. La respuesta en escalera corres-
ponde al kernel singular. La respuesta con kernel continuo es tambien continua, y ella se o
poya sobre los peldaiios de la funcién de escalera que comresponde a la respuesta en el caso
singular., Nétese que estas respuestas comienzan en cero para t < ¢t vy fluctoan
durante el intervalo t 'y t +1t;, quedando constantes para t >t + t;.

La respuesta correspondiente a cada salto debe sumarse considerando su
desplazamiento en tiempo. Cuando dos saltos sucesivos de ¢, (t) ocurren con
una diferencia de tiempo mayor que t;, entonces las fluctuaciones causadas por

el primer salto no interfieren con los del segundo, excepto por un valor constante.
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3.3 Evaluacion de las medidas de las ventanas con distribuciones de aper-

tura no nula,

Nos proponemos evaluar las medidas a_, «s, a_ de una distribucién de
ventanas en caso de que cada ventana cubra una apertura 6 > 0,

Se probarda: Las expresiones 2, {I[-2.22} permanecen iguales, en el caso
de dispersion cuando se satisface la condicién siguiente: El mddulo de oscilacidn
(1(8) de ¢(t) debe ser pequeiio comparado con la variacion de S _(t) en el
mismo intervalo,

En rigor, existe otra condicién necesaria, la cual no se menciona explicita-
mente por haber sido incluida en el enunciado del problema de sintesis formulado en
la seccién 0,6, Tal condiciéon consiste en admitir como solucién de la respuesta a
una funcién y* (1), lacual es un simil de 7y (). Se ve con facilidad que enes-
tas condiciones la substitucion de 7y (1) por Y *(t) es justificada, Se mostra-
ra ahora que las medidas de ventanos en caso de impulsos, son iguales a las medidas

de ventanas obtenidas en el caso de pulsos de apertura no nula.

Las férmulas 2, (I1- 2,22) son soluciones para t > t;. Aqui se considerardn
las situaciones: lo., Evaluacion de las a's para t2>t;, 20, Efecto del ker-
nel asi encontrado en el tiempo 0< t<t;. Esto Gltimo cubre el aspecto C
de [a seccién 3.0) onterior. Se usord aqui una jlustrocion gréfica del proceso de e-
valuacién que muestra claramente, en forma ademds sencilla, el mecanismo de forma-

cién de la funcién 7y *(t), extraida de la componente ¢, (1) continua de t).

3.31 Usaremos la integral de convolucién nuevamente. Como tanto ¢, (1)
y la funcién S_(1) son por hipotesis, ahora continuas, entonces la integral de con-
volucién existe en el sentido de Riemann. Comenzaremos primero por indicar el pro-
ceso grafico de operacion de la integral de convolucién, proceso que es conocide.

Sea ¢, (t) declase C” . Supongamos de momento que la funcién S (1)
es una distribucién conocida de ventanas con vida finita = t, .

Consideremos los casos siguientes:

1° t<0
2° 0<'r<1'l
3° t; <t
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para indicar el mecanismo de la formacidn de la integral:

Y= [ ot-n s ) d7 1, (I - 3,31)

La figura 1, (Ifl - 3,31) muestra la situaciéon de los elementos del integrando
para t <0, Claro es que y(t) es necesariamente nula en este intervalo, La
hipotesis de oscilacion lenta de ¢, (1) en el intervalo 3, se expresa grafica-
mente por la curva abierta en dicha figura. |

La figura 2, (IlI-3,31) muestra la sitvacién para + = 0, El valor de (1)
es todavia nulo.

|l a figura 3, (II1-3.31) muestra la situacion de las funciones del integrando
por el intervalo 0 <+t <t,. Hayya contribuciéna 7y (t), pero no todas las ven-
tanas de S_(t) contribuyen en el valor de 7y ().

La figure 4, (II1-3.31) muestra la situacion de los funciones del integrando
para el intervalo t; < t. Todas las ventanas de S_(1) contribuyen ahora en la
formacién de la integral. De agui en adelante, todas las ventanas producen contri-

bucién. La contribucién proviene solamente la parte de ¢ {(t-7), que queda so-

bre Sc (7}

3.32 Evaluacién de las medidas a's para t; < t.,

La hipotesis de variacion lenta de cpl(f) , permite suponer que cpl(f)
se mantiene constante en cada intervalo &: Esto equivale a substituir ¢, (1)
por una funcién en escalera, como se indica en la figura 1, (Il1-3.32) . La hipéte-
sis de substitucion de <y (1) por 7y *(t) permite esta gproximacion siempre y
cuando no se excedan las tolerancias respectivas del conjunto | €. ] dadas co-
mo dato de sintesis, Es facil ver que esto es siempre posible tomando & sufi -
cientemente pequeno,

El valor de la integral 1, (Il - 3,31) se obtiene de inmediato usando la fun -
cién escalonado que se apoya sobre ¢, (t=5). Llamemos 7~ (t) el valor de la

integral de convolucién obtenida con esta sustitucion.  Se tiene:
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m (k +41) 8

*(t)= = -8 S =
yr= 2 g, (1-3) jks ROKE
o __‘_20 o, @, [t=( +1) 8] ; ¢, <+ 1,(1I1-3,32)

Se ve de inmediato que la solucién aproximada 1, (IIl-3,32) que suministra v ¥ (1),
es igual a la expresion que produce el kernel singular formado por una distribucién
de impulsos de.apertura nula, Véase la expresion 2,(I1-2.1) .

Ahora bien, expandiendo la funcién ¢ (t-(k +1) 3), considerada ahora
como de clase C" , y formando la funcién 7y *(1) asociada a 1, (li[-3,32) se ve
que esta funcidn es idéntica a la funcién Y *(t) extraida como se hizo en la expre-
sion 3,(I1-2.11) . Esto demuestra la’ equivalencia entre un kernel impulsivo y un
kernel continuvo en el sentido de la formulocién del problema de sintesis dado en la
seccion 0.6.

Condensando estos resultados se concluye que la formula 2, {II - 2,22) que de-
termina la medida de las ventanas de S (1) es iguaimente aplicable al kernel con-

tinuo, con la condicién de variacién lenta de ¢, (1) en el intervalo 5.

3.4 Respuesta del sistema determinado por las a's en el intervalo 0<t<t,

Esta respuesta es facil calcularse en un corportamiento bdsico numérico, des-
preciando términos de estructura fina, La figura 3, (II{ - 3.31) permite hacer inmedia-
tamente esta evaluacién sustituyendo @ (t-7) por una funcién de escalera.

Se tiene :

. _k
Yy (1) = 2

= q
k=0
0<t<t

o @lt=(k +1)8) 1, (Il[-3,4)

q

Una expansién similar a la hecha en la seccién 2,11 produciré ahora la ex-

presion.
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+( 1 m (Prn (1,) q m
-1) Tkzzo K % + e o o o ® 2, (11 - 3.4)

para (<t fqﬁ t; .

Es claro que esta solucién no coincide con la 2, (I1-2.11), Coincidird para que
te” 1o Luego: en el intervalo 0 <t <t;, lafuncién de sistema S_(1) deter-
minada por la expresién 2, (Il1-2,22) no reproduce necesariomente a la funcién de
respuesta 7y * (). Esto implica que el intervalo 0 <t <t;, petenece en gene-

ral, al conjunto de aperturas | a. 1,i=0,1,2, ...

3.5 Otros intervalos de no representacion.

Se ha indicado que una vecindad de anchura t; centrada en los puntos de
salto, o de comportamiento impulsivo de (1), asi como el intervalo inicial 0<t<t,,
pertenecen al conjunto de aperturas [ a. 1 de no representacién.

Existen, ademas, otros intervalos de no representacién, Entre ellos se en-
cuentran los dos siguientes:

lo. Supongamos que ¢(t) es idénticanente nula en un conjunto de inter-
valos disconexos, separando entre si distancias mayores que t;. Entonces, el
principio y fin de estos intervalos pertenecen al conjunto [ a, ] .

20. Supongamos que ¢ (1) tenga intervalos del orden de magnitud o
donde ¢(t) muestra una variacién rapida comparable a S (t). Entonces estos
intervalos pueden pertenecer al conjunto [ o, ] (”

Hasta ahora hemos hablado de variacién ‘‘lenta’’ y rdpida de  ¢@(t) . Un
criterio de medida que cuantifique estas variaciones serd producidaen un capitulo

posterior,

— - ]

— il - L Y

(1) Las variaciones muy rapidas de ¢ (t} pueden compararse a saltos, impulses, etc., y

de aqui esta afirmacion.
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V. TEOREMA DE CONSERVACION DE CLASE CON KERNELS
DEGENERADOS Y VIDA FINITA.

4.0 Objetivo del Capitulo.- Una cuestion basica para resolver en el proble-
ma de sintesis formulado en la seccién 0.6, consiste en indagor las posibles conexio-
nes de clase que pueden existir entre la funcién de excitacion y de respuesta de un
sistema finito, lineal y pasivo de cuatro terminales. Ue hecho, el entendimiento ba-
sico del problema de sintesis propuesto radica fundamentalmente en la determinacion
de estas conexionas enfre las clases de funciones de excitacién y respuesta, Por
ejemplo, en e| problemo de tronsmision es necesario conservar la close de funciones
asi como la funcion misma.

El estudio de esta determinacién de clase es bien dificil, cuando menos para
el avtor. El empleo de distribuciones singulares del tipo impulsivo permite visualizar
un poco dentro de esta situacion, Por ejemplo, usando kernels de vida finitqg la expre-
sion 2, ([[-2,1) que es valida para t > t; sugiere fuertemente que el sistema lineal
finito y pasivo de cuatro terminales conserva la clase de funciones, puesto que la res-
puesta se expresa por una combinacién lineal y finita de funciones de la clase de la
excitacién. Esta inferencia, sin embargo, no es del todo correcta en virtud de la exis-
tencia de un conjunto de aperturas [ a. ] ,i=0,1,.., donde el comportamiento
de v(t) no estd necesariamente representado por dicha expresién 2, (I[-2.1) .

En algunos casos particulares, principalmente en kernels del tipo degenera-
do y de vida finita, es posible establecerﬁla conservacion de clases entre as fun -
ciones de excitacién y de respuesta cuando la primera es de caracter continuo. El
objetivo de este capitulo es dar ciertos resultados que tienden o aclarar la situacion

de clase,

4.2 Kernel degenerado continvo. Vida finita.

Consideremos la integral convolucion:

y (1) = f' @ (t=7) S_(t)dT 1, {(IV-4,1)
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y supondremos que tanto el kernel ¢ (t-7), formado por la excitacién, asi como
la funcion de sistema Sc (7) son continuos enel intervalo 0 < t<® , Ade-

mas S_ (7) se supondrd como una distribucién finita de ventanas de duracién e

l.a hipotesis de kernel degenerado permite escribir:

N

p(t-7) = ]2 AL B (T)A (1) n<w 2,(IV-4,1)

La excitacién inicial se obtiene para 7= 0. Luego:
G = 2 A, B, (0 A, ()

Como la excitacidn inicial no es cero, se sigue que no todos los productos Ap ,BF(O)

sSon nUIQS-

Kernels degenerados aparecen en muchos casos pricticos e importantes de
excitacion. Por ejemplo, excitaciones formadas por funciones exponenciales:
b
e P

p(t) = S A
p=0 P

Donde Ap y qbp son constantes reales o complejas. Substituyendo

la expresién 2, (IV-4,1) en la integral 1, (IV-4,1) resulta:

yM= 5 A A Wb

3, ([V-4l])
t
donde hp (1) = _J; S_ (1) JSP (7)dT

Introduzcamos ahora la condicion de vida finita de la distribucién Sc (1)

Es decir:
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= t <0
S (1) = ;40 0<t<tz

= fz <4< ®
Entonces:
= () t <0
hp('r) = # 0 (variable) 0<t< t

hp(tl) = consf; 'l'z <t < 0,

Se concluye que:

¥ (t) esdelaclasede ¢(t) para 0< t; <t
¥ {t) no es necesariamente de la clase ¢(t) para 0 < t< t;

puesto que hp(t) es una funcién del tiempo.

4.2 Extension al kernel degenerado. Vida finita.

El resultado anterior se puede extender al caso de una funcidn de sistema
formado por una distribucién de ventanas con vida infinita cuando se verifiquen con-
diciones adicionales expresadas adelante. Consideremos tambien aqui que n<®XQ

Las expresiones del caso anterior son valederas haciendo t; ~®. Bajo las condi-

ciones de que :

hp (t,) —-Cp <

enfonces:

y existe tambien conservacién de clase. Vease tambien las soluciones de la for-

ma 1, (1ll-3,32).
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4.3 Soluciones del problema de sintesis propuesto cuando se estipula con-
servacion de clase. Vida finita.

Se indicard aqui una solucién formal del problema de sintesis propuesta en

la seccién 0.6, cuando se estipula la conservacion de clase entre la funcion de ex-

citacidn y respuesta, supuestas aqui continuas en un sistema lineal, pasivo y fini-

to de cuatro terminales,

Escribamos como antes:

p(t-1) = %Ap ,BP (7) A, (t) Kernel
p(t) = % Ap 'Bp (0) )\P (t) excitacion.

La respuesta puede ser dada por:
n
y (1) = % B, A, (1)

en virtud de la conservacion de clase., Basta poner:

AP hp (t,) = BP

Y para simplilicur $e BSCI"ibif&:
h ('l): const = C <

Lvego, el problema se reduce a determinar la funcion S c(u) tal que:

t]
Co= | .MM B, (r)dr
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Basta pues formar la funcion S_(t) como una expansion ortogonal de funciones
ﬁp (t) enelintervalo 0-t;. Por un bien conocido teorema se tiene como solu-

cion:

S (1) = .,21 C B, (1)

Una discusion de este tipo de solucidn queda fuera de las limitaciones que se esta-
blecieron en este articulo. Por esto solamente se presenta aqui como una solucion

formul.

Y. TRANSMISION SIN RETRASO.

5.0 OQbjetivo del capitulo.

Nos proponemos estudiar con algin detalle las soluciones de la funcién del
sistemo Sc (t) ya obtenidas para la transmisién sin retraso de una sefial ¢ (t).
Se construiran distribuciones de ventanas de apertura no nula, puesto que ellas re-
presentan las soluciones de sistemas lineales, posivos y finitos.

Por solucién de la transmisién no retrasada entenderemos una respuesta de
la forma @ *(t) debido a una excitacién ¢(t), cuando la funcion de sistema

S.(t) se evalla de la parte continua de (1),

5.1 Férmula general.

Por conveniencia repetiremos la férmula que produce las medidas a’'s de

una distribucién de ventanas dadas ya en la seccién 2.3.

Ellas son:
m
SR LA
ﬂi= (—l) __E_:—__o_____. H |=0, ], sse M ],(V'S-])
911'0 W= sy )

‘A



En esta férmula s representa la distancia desde el origen hasta el fin
de la j-esima ventana, Aunque esta férmula se obtuvo directamente en el caso de
que las aperturas de cada ventana fueran iguales entre si, es facil ver que son igual-
mente validas cuando los ventanas no son de igual anchura, interpretando Wy co-
mo la distancia del origen 0} fino) de lo j-esima ventona. El ancho de esto venta-
na serd Hi g Hy=9; .

El caso de ventanas de apertura constante = 8 es facilmente sintetizable

oor el dispositivo indicado en la seccién 1.4l. Por ese motivo discutiremos aqui

distribuciones con ventanas de apertura constante,

5.2 Distribuciones de ventanas de apertura constante = 3,

En este caso:
“k=(k+]) 3: k=20,1, ssp , m 1,(V-5,2)

substituyendo estos valores en la expresion 1,(IV-5.1) , y recordando la notacion

simbdlica de los coeficientes del binomio de Newton, se tiene:

i (m 4+ 1)1 ifm + 1
a, = (=1) ={-1) : 2,(V-5.2)
' (} + D (m=j) ! j+ ]
Consideremos aqui ventanas con apertura & > 0. Entonces a i=0, 1, cee, m

representan las areas Je los pulsos representativos de cada ventana. En virtud
de tener los pulsos aperturas iguales, las areas son entonces proporcionales o lo
altura de las ventanas, cuando se supone que estas tienen vn formo semejonte,
Como ha padido verse, la distribucion de ventanas que forman la funcion del
sistema, estd definida por las areas de las ventanas unicamente y no por su forma
especifica. Nosotros usaremos una forma convencional de ventana en su represens
tocion. Como se mostraré en este capitulo, el efecto mayor de las ventonas es de-
bido a su area. La forma especial sofamente tiene influencia en la estructura fina

de la funcion de respuesta.
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3.3 Distribuciones correspondientes a m variable. Envolvente.

Se calculardn aqui las distribuciones de ventanas para diferentes valores de
m. Cstas distribuciones estdn indicadas en la figura 1,(V-5.3). La anchura &
es de momento inmaterial. Las ventanas estan representadas en forma esquemati -
ca y no necesariamente a escala,

Puede notarse que la distribucion se forma segin la tabla:

1
2.1

3=-3 +1

4-6 +4-1

5-10 +10-5 1
6-15+20~15 6-1
7-21 35-35 21-7 |

1,(V-~-5.3)

faltando siempre el término 1 inicial de los coeficientes del binomio. La supre -
sién de este término es importante, puesto que si se agrega a la tabla anterior, se
forn;\u un sistema de aniquilacién que rechaza la sefial (1) en lugar de transmi -
tirla. Estos kernels se trataran despues.

Finalmente se daré la expresion de la funcién envolvente de las puntas de

la distribucién. Es fécil probar que esta envolvente estd expresada por:

—x 41
Al) = + —— 2% . o<x<m 2 (V-5.3)
B(m-X,X)

siendo B (m=x,x) la funcién de Beta, normalizada a la apertura &= 1.

5.4 [Interpretacion de estos resultados.
Nos proponemos interpretar estas distribuciones en términos del mecanismo

de su operacién para producir la transmisién de una funcion ¢ (t).
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El método gréfico es simple y claro.

Tomemos m= 0. Ladistribucion consiste de una ventana de area igual
o 1, apertura & y colocada en el origen. La figura 1,(V-5.4) muestra las fun-
ciones de! integrando de la integral de convolucién.

Nétese en la figura que la condicién de variacion lenta de ¢ (t) en el in-

tervalo & estd satisfecha,

Es claro que:
)
v (t) = _f p(t=T7) Sc (7) d7:

Y 1,(V"5|4)

d
y* ()= ¢(t=0) f S:(T) da= ¢(t=73)

cuando se toma el escalén indicado en la figura.

Se ve que:

lo. Y*(t) representa unretraso ¢ con relaciona o (t) .

20. Haciendo la apertura cada vez mds pequeiia 7y ™ (1) = ¢(t) y serael
limite alcanzado en caso de que S_(t) sea un impulso en el origen.

La situacién indicada cuando m = 0, representa la solucién clasica del
problema de transmisién bien conocida, La transmision para m ~> 0 constituye

la generalizacién introducida en este articulo.

5.41 Lo adopcién del término ‘‘ ventana’’ puede justificarse mediante el
efecto del 16bulo de S_ () en la figura 1,(V-5.4), puesto que equivale a tomar
el valor de ¢ (t=5) de la funcién de p(t) ‘‘visto'’ a traves de la ‘“ventana’’
del kernel. En la literatura americana la funcién S _(t) se conoce tambien con

el nombre de ‘‘Scanning function’’ debido a su efecto de “‘barrido™" sobre (1) «

5.42 Para interpretar el mecanismo de estas distribuciones cuando m > |,
es conveniente estudiar primero el efecto aislado de una ventana de esta distribucion,

diremos la k -esima, que se encuentra desplazada k 8 unidades del origen. La
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figura 1,(V-5.42) muestra la situacion del integrando para producir la contribucién
a vY*(t) de esta k-esima ventana.

Siguiendo un razonamiento andlogo, se encuentra que la contribucién de le

k-esima ventana es:
Yy W =a elt-(k +1) 3] ; 1,(V-5.42)

Se deduce de aqui, que cada ventana del kernel produce la funcién de excita-

cion retrasada (k +1) & wunidades, y ampliada a veces,

3.43 Podemos ya escribir de inmediato el efecto de la distribucion comple -

ta de ventanas que corresponde al caso general m > 0,

y*0= 2 a @l1=(k+1) 8] 1,(V-5.43)

Esto indica que la funcién ¥ *(t) de respuesta del sistema estd constituida por
la adicién del muestreo ponderado, con pesos a_, e, @ de la funciéon ().

Conviene interpretar la expresién 1, (V -5.43) desde otro punto de vista, el
cuql es muy sugerente en la teoria de la prediccién lineal. Formemos la siguiente
asociacion:

A la transmisién pura, sin retardo asociemos la idea “‘presente '’

A la transmisién retrasada se asocia la idea de “‘ pasado’’ .

A la transmisién adelantado se asocia la idea de *“ futuro”’ .

En este sentido, la expresién 1, (V-5.43) que produce la transmision pura,
se le interpreta diciendo que tal expresién produce un '‘presente '’ que se forma me-
diante el muestreo ponderado del ‘‘ pasado’’ y de un término del presente.

5.44 Para cerrar esta seccién comparemos las distribuciones correspondien-
tesa m=0 y m>0 desde el punto de vista del parrafo 5.43 .

| a ideo expresada ahora se vuelve precisa si la distribucién de ventanas se

toma como una distribucion de impulsos.
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Enenel caso m=0 ladistribucion contiene solamente un impulso de
medida no cero en el origen. La funcidn de respuesta 7y (1) = ¢(t) se obtiene
simplemente considerando la funcién ¢{(t) solamente en el preciso instante t.

Cuando m > 0, la distribucién contiene tambien un impulso de medida
a_ vy otros desplazados del origen. E! I6bulo o ventana correspondiente a_
produce una contribucién del presente de (1) en el instante t. Por las ra-
zones anteriores se puede interpretar la transmisién pura como un '‘presente in -

'caso m= 0 vy presente con ‘‘experiencia’’ m > 0. De acuverdo

frinseco’
con esto, m es una medida de la ‘‘ experiencia’’ en el sentido aqui usado,
Cuando la distribucion de ventanas no esta constituida por impulso, enton-
ces la primero ventana en a_ produce una respuesta retrasada 5 unidades,
Véase ecuacién 1,{(V-5.4)., Esdecir, (1) eneltiempo t, se observa por
el valor de la funcién en el intervalo t-8, t y t. [Esto se interpreta dicien-

do que la ‘‘ percepcién’’ no es instanténea. 3 se le puede llamar tiempo minimo

de percepcion.

5.5 Convergencia hacia ¢(t).

Consideremos ahora la convergencia de la funcién 7y *(t) hacia (1)

en el caso particular de transmision pura.

La discusién y resultados del capitulo 1ll se transplanton sin dificultad
al caso de transmisién pura por lo que no se hard aqui un estudio extenso, Lo
importante aqui es mas bien observar log modos de convergencias hacia (1)
de soluciones con distribucién de ventanas para m=0 ypara m>0. Una
simple ilustracién gréfica es suficiente para apreciar esta situacion. Tomaremos
por eijemplo m=0 y m= 3. Laextension a otros valores de m es obvia,
Tomaremos tambien como una funcién tipica de excitacién,la indicada en la tigura
1, (V-5.5) que contiene una parte continua, un salto y un pulso dentro del plano de

la figura,

Los resultados de este estudio quedan claramente expresados en esta figu-

ra. Esta figura es solamente un esquema ilustrativo y no un dibujo a escala.
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Fig. 1,(V-5.5). Ejemplos de convergencia al ocurrir saltos e in pulsos en el caso
de transmisién pura; m =0y m = 3,
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La vida de las funciones Bc (t} usadas en la tigura 1,(V-5.5) no son igue-
les. A igualdad de vida de las distribuciones, se producen transiciones que duran
muy aproximadamente la misma duracion cuando ¢ {t) tiene como componente una
funcidén continua de oscilacién lenta relativa a la percepcion 0. Para m > 0 hay
siempre oscilaciones en los intervalos que forman el conjunto de aperturas | o, ].

Por limitaciones de espacio, no se ilustran las transiciones en el caso de
que (1) tenga dobletes, tripletes, etc., como componentes singulares. En caso
de un doblete, se demuestra con facilidad que la gréfica del fendmeno transitorioes
la primera derivada de la distribucion S:(t) dividida por la anchura del doblete.

En general la transicién producida por un emiplete de anchura pequefia iguel a A1,
esté dada aproximadamente por la funcion:
n
d . S_(1)

Respuesta ~ at - 1, (V-5.5)
(A1)

Debido al pequefio valor de Al y de la variacién rapida de S_(t) estas respues-

tas representan oscilaciones de gran amplitud.

5.6 Evaluacién del error cometido.

Consideremos la expresion del errordada por la férmula 1, (I1 - 2.8) , capitu-

lo Il. Nos bastaré calcular el valor de los terminos bajo el signo 2. cuando la

distribucién de ventanas producen transmision pura. Considerando la férmula 2,

(V-5.2) asi como una propiedad conocida dg los coeficientes del binomio de Newton

se llega inmediatamente al resultado:

= m m = m m+1 [m+] m
s o )™ e 2 TE (=1 (e +)) ) = (=1) (m+ 1)1,
P=0 P p=0 p‘l"]
],(V"S-é)
por lo tanto,
Q") s 2, (V-5.6)
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que da el error cometido en funcion del orden m de la distribucion de ventanas,
la apertura & de una ventana y el médulo de oscilacién de la m-esima derivada
de la excitacidn en el k-esimo intervalo de la continuvidad aludido en la expresion
1, (II - 2.8).

La férmula 2, (V- 5.6) indica que el error disminuye muy répidamente cuando
m aumenta y cuando o disminuye en tamafo,

La transmisién intrinseca, m = 0 estd asociada al error.

(0)
Eor = O (8]

Una aplicacién de esta férmula se tratard en !a seccién futura relativa al di-
sefio del sistema lineal correspondiente.

Cerraremos este pérrafo mostrando unas propiedades conocidas importantes
de los binomios de Newton, propiedaodes que son consecuencia inmediata de
los resultados de este capitulo. Debido a que la fransmision pura estd caracteri -

zada por los valores:

+ | p=20
yp_ =0 P=]'2r.--,m
Se obtiene:
o1 1 cuando g=0
E (=1) (k +'|)g " =< 0 cuando g= 1,2, eee , m
k=0 k +1

(=) (m+1)! g=m+]

5.7 Transformacion de Laplace de la funcién S_(t) en caso de transmi-

sion pura,

Se caleularén las transformadas de Laplace en el caso de que las graficas
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de las ventanas sean curvas semejantes.

Consideremos una ventana de medida unidad y de forma dada colocada en el
origen. Representemos esta funciéon por h(t)e Llamemos H({s) la transformada
de Laplaceé correspondiente.

Consideremos ahora una funcién S _(t) formada por una distribucién de ven-

fanas semejantes y de medidas a,,a,, «., @ _  respectivamente.

Sea:

£ Sc(t) = éc (s) , s = variable complejo

Entonces:

m -pds

é:(s) = H(s) 20 a; e ; 1,(V-3.7)
p =

Para el caso de transmisién pura considerado se tiene, usando la formula

2,(V-5.2):

m 1 -pSs
d (s) = H(s) = (—I)P (rn+ ) e & 2, (V-5.7)
D

Para sumar esta expresion, basta transformaria como sigue:

3 m ] - ] -
-H(S)es 2 (“I)F':'l (“-'.)Q (P+ )8 =
p=0 P

énr: (s) + 1

_H(s)ess{-]'i'(]—e )

= H(s) eas {]-(1-e_85)m+] } =
m+ 1 5
b m - S m 3
= H{(s) f,-8 { 1=-2 H e 2 sen h +]——;-L}
3, (V-5.7)

La expresién anterior toma un aspecto simple cuando la funcién  S_(t)
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estd formada por impulsos con una distribucion indicada en la figura 1, (I1-2,1) Cap.

II.

En este caso: -s 3

m+ 1 - ' m+ 1) o
d_(s) = 1-2( ) e ? sen h( ) )—-2—5— 4,(V-5.7)

Esta Gltima expresion es muy Gtil para ilustrar e} mecanismo de la transmi -

> F » . ” 1
$ién pura en el dominio de la frecuencia

5.8 Espectro de frecuencia en la transmision pura.

Comenzaremos encontrando esteé espectro asociado con la expresion 4,(V -5.7)

Se tiene haciendo s =i w

--;—(m-?]) (5 w= 7]

(m+1) (m+1) dw . 1,(V-5.8)

éc(co)= 1-2 sen ;

Se ve de inmediato que el término constante igual a 1 es el responsable
de la fransmisién pura, sin ningin retraso. El término variable aparece por efec-
to de la substitucién de. y* (1) por ¥ (1).

Las componentes del espectro anterior son:

m m+1 & m+1
éc (w)= {1=2 . sen ' 2 CoS [(——5——-) (Sw-ﬂ)] +
m m+ ] 8 m+1)
+ j 2 H sen ' *--E-sen[( - (Sw=m)] }
2 2
m m 2 m 2 m ] 3 m+] 3
1B _(w)]={(1+(2 1 gen H%ai) 2" T sen” |~ cos [T(Sw-'ﬂ')]}—?

- sl

Otro formulo se dara en la seccian 6.4 Cap. VI .
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m + ] m+]ﬁ-&} (m+1)
2" sen™ T S sen [~ (bw-m)]

tag Y (w) =

y 2, (V - 5-8)
m o+ m+] o (m +))
=2 sen —— cos |

2

(Sw=-m) ]

donde /_(w) es el dngulo de face respectivo.

5.9 Filtro de paso bajo sin retardo.

Las expresiones anteriores que suministran el espectro de frecuencia éc (s)
son complicadas para discutirlas facilmente. Se puede, sin embargo, ver que para
valores @& relativamente pequenos, la funcion éc (w) es précticamente cons-

tante y real, pasondo senales cuyas frecuencias estan contenidas en el rango 0<w 8<. 1,

y casi-sin dilacién. La figura 1,(V-5.9) muestra la forma tipica y fundamental ,

no a escala, de las funciones | d (w)| y yY_(w). Senota inmediatamente que
un sistema lineal pasivo que transmite sin dilacién en el sentido de este capitulo
se comporta fundamentalmente como un ‘‘ filtro de banda baja w,’’, donde se ve-
rifica la transmisién sin cambio opreciable de fase,

Un filtro de esta naturaleza es muy facil de sintetizar mediante el esquemo
bdsico antes indicado, figura 2, (I-1.41). Bastaré ajustar los amplificadores y los
inversores de manera de tener una distribucién de ventanas cuya medida esté dada

por formula 2, (V-5.2) . La expresién que fija la banda w, se vera adelante,

5.10 Filtro Complementario.

Formemos chora una distribucion de m +2 ventanas usando las m +1

medidas en signo contrario,

1, m + 1
Cf.i:(—) (I+]

que dan las ventanas de transmisién pura, y aumentemos la ventana de medida + |
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l“‘l

0 Q)
\Ifc(w)
0 W
w, — -

Fig. 1,{V-5.9). Aspecto t{fpico de las funciones S (W) , amphtulci, y -.Pc(u), fase,
correspondiente a un sistema lineal que transmite 8in retardo

en el sentido de este capftulo., Ndtese el efecto parcial de
filtro de banda baja.
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como ventana inicial, Este esquema se representa por la tabla:

+1 -1

+1 =2+ 1
+1-3+3-~1

-] =4 +6-4+1

ll (V'S.]O)

Llamemos ,Bg ,8=0,1, «ee, m+1 las medidas de la nueva distribucion ahora
d&finidﬂ-

Se tiene!

m+ 1 m p m + 1
S B =+1= 5 (=1) ( ) = 0 2, (V-5.10)

en virtud de una propiedad conocida de los coeficientes de binomio. Este resulta-
to muestra de inmediato que un sistema caracterizado por esa distribucién, no puede

‘ransmitir puesto que equivale a poner:

m+ 1
Yo =2 Bg=0
g=0
En virtud de la propiedad:
m+ 1 B
y,= 2 f{g+1) B =0 p=0,1, 0, m=]
P ﬂ=0 g
m+ 1 m
y, # Zo (g +1) B, #0
g=

Se ve que este sistema tampoco transmite las m=1 primeras derivadas,y comen-
zard a transmitir la m-esima en adelante,
Nos proponemos demostrar que un sistema lineal asi caracterizado constitu-

ye el filiro complementario del formado por el sistema indicado en la seccién 5.9.
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Bastara construir el espectro de frecuencias.,

La transformada de Laplace de la distribucidon 2, (V-5.10) es :

-58 I'Tl+]

G (s) +H(s) e (l-e )

m+]
] 1 s& - 3
F(s) = +H(s) esp 2 ' sen hm1I+ 52 e 2 : ; 3, (V-5.10)
m+ 1
donde F(s) = £ 2 ﬁp
g=0

En el caso de una distribucién singular como lo indicado en la figura 1,

(I1-2.1), se tiene:

H(s) e = = 1
luego, o
m+ ] m+ 1 s O 'i—f-_ ds
F(s) = 2 ) senh ( > ) e . 4, (V-5,10)

Sumando las ecuaciones 4, (V-5.10) y 4,(V-5.7) se obtiene:

S':(s) + Fl(s) = | 5, (V -5.10)

lo que demuestra que los filtros csociados en las distribuciones de ventanas dados
por 2,(V-5.10) y 2,(V-5.2) son complementarios. El filtro complementario re -
chaza en la banda @  que es transmitida por el filtro original. Desde el pun -

to de vista del dominio de la frecuencia, el filtro complementario indicado es un fil-

tro de ‘‘paso de banda alta’ .
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5.11 Ejemplo ilustrative a la transmision de una onda periddica.

El ejemplo propuesto tiende a ilustrar con sencillez los distintos aspectos
del problema de transmisidn sin retardo, y aclara muchos de los conceptos aqui es-
tablecidos. Desde el punto de vista practico, el ejemplo aqui presentado tiene re-
lativa importancia.

Supongamos que se trata de fransmitir sin retraso una onda periédica, y se
desea una buena transmision de sus arménicas hasta el de orden n. El error de

la transmision debe ser menor que la cantidad fija € dada de antemano. Por sen-
cillez consideremos que la onda por transmitir es continua,

Sea:

04
ey = A+ 2 A sen [kut+¢v] 1,(V-5.11)

y =1

Consideremos las transmisién de la v-esima armonia ¢ _(t) = A sen [anf “'ﬁf’p]

Consideremos la v-esima derivada de esta arménica. Su médulo de oscilacion

maximo es evidentemente:
(m) m
) (1) = 2AV(VOJ°) 3;(v"5-]])

Entonces debemos elegir los nimeros m y &, tal que se verifique la condi -

. F

cion.

2Ay(V€dﬂ)m 5 < € 4, (V-5.11)

El limite superior sera pues:

(ans)m £

5, (V-S.] ])

(88) =—F57—



siendo f la frecuencia maxima por transmitirse, La tolerancia € se expresa

naturalmente como una fraccién de la amplitud de la onda transmitida, Es decir:

€=k A luego,
m
(pr) = m+ ] 6, (V-S-] ])
7
]
Sea T el periodo de la v-esima armonica.
Para asegurar Iavbandu de transmision, es fdacil ver que:
T,6,>40 7, (V-5.11)
El limite inferior do:
1/4 = &f
8,(V-3.11)
5 =
4f
Lukgo:
k
(L))" e
2 277
2k
.09 9, (V-5.11)
log 2

4
Como un ejemplo numérico, supongamos k = .01 y f = 10" ciclos por segun-

dﬁ:

Entonces:

~ seg

4000
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Las §ormulos:

8, (V-5.11)
9,(V-5.11)
Y 2,(V-5.2)

determinan oqui-‘completamente lo distribucién de ventonos capoz de hacer lo trons -
mision de la onda considerada, El circuito lineal correspondiente se obtiene ojus -

tando los amplificadores e inversivos de la figura 2, (I-1.41).

VI TRANSMISION RETRASADA,

A.0 Objetivo del capitulo.

Nos proponemos ahora dar condensadamente algunos resultados asociados a
la transmisidn retardada de una seiial <@ (t) . Esta solucion estd representada por

lo expresion:

y () = =T )

siendo T _ el tiempo de retardo,

Las medidas de [gs ventanas que forman la distribucion de ventanas estdn

dados por lo expresién 4, (11-2,5), la que se repite por comodidad:

H, (TO_IJ"P)
a = p=0 1, (VI-6.0)
pED <P'i'p'p"

Por comodidad en el uso de la férmula anterior, se medirdn los retardos tomando co-

mo unidad de tiempo la apertura & de una ventana. Pondremos entonces:

T = T B 2, tV‘ - 6-0)

v D
Cuando la distribucién de ventanas tiene una apertura constante, se tiene:

#P=(P+])8; P=0,],u-,m
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Luego,

a, =p=0 " 3. (VI-6.0)
i * - " y ’

6.1 Retardo intrinseco.

En la transmisién de sefiales con retardo, consideramos dos casos:

a, Jansmisién infrinseca .
b. Tramsmision ponderada.
Nos referiremos en esta seccién a la transmisidn intrinseca. Para simplifi-
car la discusién, reproduciremos nuevamente el polinomio G(i)(p,) definido en la

ecuacién’1, (I1-2.22) del capitulo segundo, y recordaremos su propiedad basica:

=0 p=0, ],2,-",i-1,i+],-u,m

Giy(u ) = {
(i)' p JO  p=i

La expresién 1, (VI-6,0) se puede escribir inmediatamente en términos de este poli-

nomio como sigue:

2, (Vl"6.])

Expuesto esto, podemos definir el retardo intrinseco como aquel endonde T  es

ip-*1l a uno de los valores .. Digamos:

T = /J,i 3, (Vl'én])

o

Introduciendo esta condicién en 2, (VI-6.1) , se tiene:

-

i

0 k=0'],|..'i-]'i+]'lll'm

i
sl
A
|
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lo que indica que la distribucién de ventanas contiene solamente la j-esima venta-

independiente del nimero m. La fiqura 1, (VI-6.1) muestra gréficamente la situa-
cion creada en la interpretacion de la integral de convolucidn. Se ve que la contrj -

bucion a la respuesta proviene de una sola ventana operando al tiempo t = T =u .
Esto justifica el uso de la palabra ‘' intrinseco .

El sistema lineal se comporta como un sistema simple de retardo formandose
la sefial de salida precisamente del valor de la finita al tiempo t-T .

Conviene hacer aqui una interpretacién de este resultado en conexién conlas
ideas de presente, pasado y prediccién ya antes expuestas, Comparando a un mismo
tiempo la excitacion ¢ () y la respuesta cp(f—Tu ), equivale a pensar que la exci-
tacién del sistema por la excitacién al tiempo t, excita el “"recuerdo’ del sistema
sobre un pasado ¢ (t=T ) verificado T_ unidades de tiempo antes. Este re -
cuerdo sé forme por el comportamiento de la funcién de excitacion en el preciso ins -
tante t~T , cuando la transmision es intrinseca. Tal ‘“recuerdo’’ se denomina

tambien ‘'intrinseco’’ .

k.2 Transmision Ponderada.

Cvando T _ < M i =, 1, e, m, existen entonces las m +1 medidas

a, 70 k=¢,1,2, .., m . Larespuesta es:

Y= (=T, = % a, olt=p,);  1,(VI-62)

p=0

/

la cual se forma por el muestreo ponderado de la funcién  @(t) no solamente al

tiempo ¢(t-T_ ) sino a los tiempos p(t=p ) Comparando las funciones

o(t) y <({t=T_ ), sevequeadhora el sistema produce un ‘‘recuerdo ponderado’’,

6.2 Valores de las medidas para m= 1,2, 3, 4.

El uso de la férmula 3, (VI-6.0) produce los resultados:
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m = 0 m= | ms= 2
2
T =57 +6
%o -(1,=2) +..__9_.._?_P____..
%y T =1 + (7 ~41 +3)
2
a +_Tﬂ-3'}"n + 2
’ 2
m = 3 m= 4

2872+ 197 -12
a ¢+____‘?_ QO O _

17/ Yy

7°-77%+ 141 -8
0 O o

4 3 2
, To " MTE '+ﬁ7l T, - ]S.A-Tﬂf IE)_

24

L'r:- 1_:’:_1'“3 + 59 'r:- IOZ'ru + 60

z —_—

752127 44977 =787+ 40
+ s o O o

2 ! ,, 4
2673+ 117 -6 e 2+ 172617 + 30
a -2 . O o - o o 0 Q
3’ 6 6
Y 1073+4357°-507 + 24
a. . + Tﬂ Q O O
"4 24

Como ejemplo numerico se dan las distribuciones correspondientes a los a-
Ver lo figura 1, (V1-6.2) .

El dibujo es una representacion esquemdtica, no a escala, Ndotese el cre -

T, = 10, 'ro=20.

ssos 7 =10, 'TD=20, m= 3.

cimiento tan fuerte de las medidas al pasar de 7, = 1,

R



% 2584
7
7
? m=3
Sc(t) ? To' 20
?
7 ; 969
1
WZ0%;
0 t ———
7
g
816" ¢
27 36

-nx\.\\\\\\\\\\\\\\\m

Fig. 1,{VI-6.2). Distribuciones correspondientes a la transmision

retrasada;, m = 3, To = 10, To = 20,
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En el caso de transmisién atrasada las medidas a's tienen una propie -

dad importante que se sigue de la expresion 3,(V-2.4) . Esta es:

k
S (D) a =7 k=0T, u,m  1,(VI-6.2)

p=0

6.3 Valuacién del error cometido.

Comenzaremos por indicar que el error cometido en la representacion de 7y (t)
mediante <y * (1), tiende hacia cero cuando m —® siempre que las derivadas
sucesivas de w(t) son acotadas.

La férmula 5, (Il -2.7), capitulo II, que da el valor del error cometido, es en
rigor, el valor del residuo de la serie de Taylor después del m-esimo término. L a

formula es:

m+ 1 m +
— m+ 1 + __L____ z +'| m —
§(m) ¢ (t +xA) (m+1)! p=0 (p ) aP
m+1l m+l
m+1 o T
= (t + kK \) ——&——

Consideremos ahora el k- esimo intervalo de continuidad de la funcion ¢ (tk
Si sus derivados son acotados para t en dicho intervalo, podemos substituir en

la serie:

k k
; k (1) ° o
m+] ¥ k |

por cp“‘) (1) para k=m +1, etc., sumayor valor tomado ahi. Este serd desig-

nado por A, .

Entonces:
k k
N ; o T
Stml, ke Ak ST
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5 T
Correspondiendo la serie al residuo de la funcién e  °  cuyas propiedades son

conocidas. En la préctica, gran némero de funciones de excitacion gozan de esta
propiedad.
Para el uso de la férmula del error, conviene ponerla en funcién del médulo

de oscilacién de la m derivadade oft):

m + ]
£ ~a'™ (5) o 7,
(m) (m +1) !
Usando la férmula conocida:

| x

lex'Pm(X) ‘ < TR

m i
I . - ey
donde p (x) = 3 X' . Podemos dar una valuacién de la tolerancia como enel
O

|
j |
k - esimo intervalo de continuidad como:

: ITnl m
| e o™ (s) 1 (VI-6.3)

que es una de las formutas que se emplea para calcular el valorde m cuando se
#

conoce €.y , T, yelmédulo de oscilaciénde la m +1 derivada, Como e-

iemplo usemos lo onda senoidal:
(t) = A senwt

El médulo de oscilacidonde la m derivada es del orden:

m
2 Aw
Seqa, como en el ejemplo de la seccion:
e =KA
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- K es pequeho:

) , o ‘Tn‘QelTnl
= o) m———

2m

de la cual se determina el valor de m. La determinaciénde & se puede sacar

de:

Sf= . w=2mf,
4

como ante Se

A.4 Funciéon transferente asociada al caso de transmision retrasada.
Tomando en cuenta la expresién 1, (V=-5.7), que se repite aqui por convenien-

cia, tenemos en general:

& m ~p d
LS M=His)e = a e 1, (VI-6.4)
p=0
y para la tfransmision retrasada se tiene:
[T (r -p=1
s M -p3d
L(S_(H)=Hls) e zﬁ_t)_(__‘i_)__ e 2, (VI-6.4)
p=0 | =P

Esta Gltima férmula es dificil de discutir e interpretar, y en uso directo es

ordcticamente inGtil. Para aclarar un poco la situacion, se procede como sigue:

Tomemos la térmula general 1, (VI-6.4) y escribamos:

k
(-1)
0 k!

d

s m ® k k k
E1S )] = H(s) e > a 2 (p+1) & s =
= P=0 Pk=

k
- 1 k k m
=D kR
0 k! p=0

s§ @
H{(s) e 2.
k =

k
a, (p+1) 3,(VI-6.4)

I
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Consideremos la transmision atrasada que se caracteriza por la retacion 3, (If - 2,4)

Cap. II, tendremos:

k
s X - |
.C',[S('f)]=H(s)4s:8 2. ( )Bksk'rk =
c k=20 k! ©

4, (VI-6.4)

]
L
——
n
St
o
o

Es decir, la funcién transferente toma la forma esperada. Por ejemplo, para distri -
bucién S_(1) singular se tiene H(s) e®% = 1, véase seccién 5.7 cop. IV. Asi

se tendria el caso ideal:

¥ [Sc(t) ] = e_sT" 5, (VI-6.4)

Cuando se substituye la funcién v (1) por y*(t) equivale a usar solamente los
m  primeros términos de la serie de Taylor de la expansionde ¢ [t=(k +1) & ]

La relacién:

pz—; D (p * C-'-p "o

se sostiene unicamente para los valores k=10, 1, ..., m pero no para el m+1

en adelonte. De consiguiente, la expresion 4, (VI-6.4) no se sigue exactamente de
3, (VI-5.4) ; no representon la funcién transferente formada con m ventanas; excep-

to cuondo m —~® , Para hocer uno apreciacién de la funcion transterente asocic-

daa m ventanas, escribiremos:

E (p +])k Cl,p = T'; (]_/81(); k = m+], ese 6,(VI-6.4)
p=0

quedando [, definida por esta ecuacién. Substituyendo esta expresion en

3 (VI-6.4), se obtiene finalmente:
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k
s -s ® -
CIS.M] = Hs) e [o o 5 3 )

m + 1 k |

(s87.)° B, 1 7,(VI-6.4)

que es la formula buscada., La férmula anterior da inmediatamente el filtro comple-

mentario.

_a funcion transferente del filtro complementario es:

k
s{f ® -~ 1
F(s)=H(s) es {k 2 ] -(k—l)(sS'rn)k B, } 8, (V1-6.4)
Para una distribucion singular:
@ (-1 ,
£ (s) < { s 2D (s 5k} 9,(VI-6.4)
k=m + ) I( I

Para finalizar, consideremos la forma anéloga a la 9, (IV-6.4) para obtener el filtro
complementario en el caso de transmisidn pura.
Consideremos la férmula general 3, (VI-6.4), El caso de transmision pura

se caracteriza por la condicion:

|
wanll
r
]
-

©
o
i

0 |<=1,2,u-,m .

’

Entonces, la funcién tranferente asociada o las fransmisiones sin retardo serd:

k

H(s) ess [ 1= ; (=1)

k
5s) A 10, (VI - 6.4
-z T (8s) A, ] ( )

L Is_(1)]

donde,

k
-Ah= 2 () a ; k=mtl @
p=20
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y el filtro complementario para la funcion transferente:

k
s& O - | k k
F(s) = H(s) e 2. -(—--2—8 s A 11, (VI-6.4)
k=m+1 l(!

VII. TRANSMISION ADELANTADA - PREDICCION LINEAL.

7.0 Objetivo del Capitulo.

Se darén en formo condensoda olgunos resultados asociados a la transmision
adelantada de una seiial (1), excepto en algunos puntos que son importantes, en
los cuales se hacen las aclaraciones pertinentes. La similitud matemdtica de los
resultados entre la transmisién etrasada y adelantada, es obvio puesto que basta reem-
plozar T_ por -T .

En virtud de que un efecto no puede adelantarse a la causa en los sistemas
fisicos, la solucién del problema del adelanto no existe en un sentido absoluto.
Soluciones de un caracter relativo si pueden producirse. Se explicard esta situa-
cion.

Sea T; lavida de la distribucién de un arreglo de ventanas  S_ (1).
Supongamos primero que la excitacion cp(f)* es continua, y posee la suficiente con-
tinvidad para hacer vélidas los métodos usados para la determinacién de las medidas
a’'s, de la distribucién de ventanas dadas por la expresién fundamental 2, (II - 2,2)
cop. [I. La determinacién de todas estas medidas no pueden hacerse antes de que
pase un tiempo t, , como se aprecia desde luego en la seccién 3.3, Cap. Il1.
Consideremos dos cosas:

lo. -©0<t<t, ; 0<t; = const

2°. 1'1 < t < @ 0 < 1’1 const.

En el primer caso, la respuesta del sistema 'y *(t) no representa a la fun-

cion 7y (t), por ser un intervalo perteneciente al conjunto de aperturas [ a. ].
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En el segundo caso el estado de transmision ha pasado. En este Gltimo caso la
distribucién de ventanas produce un muestreo ponderado de la funcién  ¢(t), to-
mando elementos en el intervalo t-t; ,t . La respuesta se expresa mediante la

expresion 1,_(111-3.32) como sigue:

m
CP(1.+TQ)= 2. @y cp[f-(k +])8] ; tl > t,
p=0
que indica que la funcién producida se forma mediante un muestreo del presente, co-
rrespondiendo a la ventana a_ , vy de un muestreo ponderado del pasado de ¢ (1)
en el intervalo t-t; + 8 , t . Este es el sentido relativo en que se interpreta la predic-

cion asi presentada,

7.1 Medidas de las ventanas.

E| problema de transmisién adelantada se caracteriza por las expresiones:

Yk=rzn: (P+])ka =T:;k=0;1,-l-,m
p=20
ﬁ' (T¢+H' )
y, a = (- =0 " T - 1, (VIL-7.1)
| " (=)
G(-T_)
) Clu,)

tomadas de la seccién 2.5, cap. Il

Agregaremos aqui, por conveniencid futura, la expresion:

rzn: (p +.I)k CLP —_ T: “ﬁk s k =M= .I; see 2,(Vll"7l])

p=0
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similar a la ecuacion 6,(V1-6.4) de la transmisiéon atrasada.
La Gltima expresién que da o en la expresién 1,(VII-7.1), indica que
no hay un ‘‘ future’’ intrinseco puesto que todas las medidas o, P = 0,1, 2 ..m

existen y no son nulas para todos los valores de T _, e .

7.2 Expresion explicitade las oa's para m=1,2, 3, 4.

Para ventanas igualmente abiertas y midiendo el tiempo adelante en unida -

des o, se tienen las expresiones:

m ik (7, +p +1)
a, = (=~1) e=0 @00

! o
pilo (i ~p)

las a's calevladas para m= 1, 2, 3, 4, suministran los valores:

CLE m={ m= 2
1'2+57‘n +6
-~ e .
a,, T, t2 + ;

a, , -1-7, - ]
T+ 31 + 2
a + =
2 2
m = 3 m = 4
a 2 4 | 2
o Tet9Ta 27 v L Tet MTg 717, ¢ 1547, + 120
0 6 24
3 2
2+ 87+ 197+ 12 ) rr 4 137) + 597, + 1077 + 60
e e
2
, P+ 777 + 47 + 8 . 'r: + ]%T: + 497 + 787 +40
(12 ) — 4
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5786

¢

4

Iag. 1{VII-7.2). t'uncidn de distribucidn de ventanas, m = 3, correspondiente
a los adelantos T = 10 y T, © 20,



m= 3 m= 4

3 2 4 3 2
o . To+67—o+]]'ru +6_ i T, * 117'n+417-°+611-n+ 30
2 6 6
74+ 1077+ 3577 + 507 + 24
ﬂ4 + P » 0 o .

24

Nétese el rapidisimo incremento de las medidas a's cuando T crece.
Por ese motivo.es necesario emplear omplificodores lineales adicionales. Por
ejemplo, la disposicidn practica de sintetizar el circyito correspondiente a m = 3,
T, = 20, estd esquemdticamente representado en la figura 2, (VII-7.2), Los nime-

ros indican el factor de amplificador correspondiente a cada ampliticador.

7.3 Evolucion del error.

Es semejante al caso de prediccién atrasada cambiando T, por -T .

La férmula de tolerancia 1, (VI-6.3) es aqui tambien valida. Se repite por conve~

niencio;
2
€ = M

(k) 7 m
7.4 Funcidn transferente asociadd,
Los resultndos son:

2§ sT. @ (sd7)
LIS =Hew e | et To- £ Zamp | 1,179
S

Si la distribucién es singular H{(s) Bs =1,

7.5 Funcion y filtro complementario.

l.a funcién transferente del filtro complementario es:
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Ss QO (SS'T)
F I u -
(s) = H(s) e {kzzm o B } 2, (VI1-7.4)

5s
con H(s)e , st la distribucion es singular,

VIII. DIFERENCIACION DE SENALES. FILTROS COMPLEMENTARIOS.

8.0 Objetivo del capitulo.

| @ teoria expuesta en este articulo permite obtener con facilidad, un siste-
ma de cuatro terminales cuya respuesta es la k-esima derivada de la excitacion ¢(t)
caso de que (1) sea asiderivable,

Nos limitaremos aqui a 2 cosas:

lo. Producir las medidas ¢'s que caracterizan las distribuciones corres -

pondientes a esas operaciones de derivacion,

20. Su aplicacidn a los filtros complementarios.

8.1 Medidas ca's de las distribuciones.

El problema de diferenciocion se expresc por:

k
a

v * (1) = — o (1) 1 (VIII-8.2)
dt

‘La férmula 2, (I1-2.6) suministro las a’'s . Se repite por conveniencia:

( ])k (1)
a = etk k 2, (VII- 8,2)
p]_i o (pl - P'p)

La tabla 1 muestra las distribuciones respectivas oara m= 1, 2, 3, 4, pa-

ra las primeras 4 derivadas,
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8.2 Aplicacién a la sintesis de filtros complementarios de transmisisn

aqui estudiadas.
|_as ecuaciones que producen las funciones transferentes de los filtros com -

plementarios, en los tres casos de transmision aqui estudiados, se pueden escribir:

m+ ] sd

Transmisién puro F(s)= S {H(s)e M (s)}

m+ ]

&
Transmisién retrasada F(s)=S  {H(s)e M(s)}  1,(VI-8.2)

m + 1 s

8
Transmisién adelantada F(s)=3S {H(s)e M_(s) }

Enlaque: m+'|+l
o (=1) (m+1+]) g
PR T melei
o (=7)Mm*TH) m+ 1+ i
Mr(5)= 2 ( u) IB(m+]+i)s

® OT
Ma(s)= E — *____’B(m'*]*i)

Nos proponemos sintetizar, en forma esquemdtica, los sistemas cuyas funcio-
nes transferentes son dadas en 1, (VIII-8,2)’, En virtud de la semejanza analitica
de las funciones Mp (s), M _(s), M_ (s), nos limitaremos a corlssiderar uno cualquie-
ra de ellos como tipo. En los filtros complementarios H(s) e cuede conside -
rarse casi igual a 1. Si no, expandiendo  H(s) ¢ en serie de potencias de s
y formando los productos con la serie MP , M, M_, se construye una nueva se-
rie de potencias. El procedimiento de sintesis de estas nuevas series es similar al
procedimiento usado para Mp, M., M, el cual se da a continuacion.

E) problemo se divide en dos partes:

lo. Se sintetiza el sistema de 4 terminales correspondiente a las series de

potencias.,
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Por tal motivo suponemos conocido e! sistema correspondiente a una de la serie de
potencias, La red correspondiente se indica en la figura 1, (VIII-8.2) con la letra

M(s) .

20, Sea:

JW=07 Mls)
y (M= L " Fla)

Suponiendo suficiente continuidad a b (1) , se tiene:

m*e*TI

d
(1) = —e Y (1)

m+]

dt

Esta Gltima operacion se verifica mediante el uso del dispositivo de la figu-
ra 2,(-1.41), El esquema de! método de sintesis de los filtros complementarios
queda indicado en la figura 1,(VIII-8.2). La operacién de derivacion se hace usan-

do las distribuciones cuyas medidas estdn dadas por la expresién 1, (VIII-8.1) .

8.9 Nota.

Los filtros de transmisién descritos aqui son fundamentalmente andlogos a los de
paso de banda baja, Sus complementarios son de paso alto en la banda complemen-
toria. En el dominio de la frecuencia sus especiros son complementarios, En domi
nio del tiempo, el primero actia como transmisor de funciones que poseen modulos de
oscilacién pequefios en el intervalo 3 . El filtro complementario actda como un a-
niquilador de tal funcion.

Una aplicacién de los filtros complementarios se encuentra en la disminucién
del nivel de ruido asociado a las sefiales de excitacién. Este aspecto del problema

queda fuera de la demarcacién delineada en el presente articulo.

Estos métodos de sintesis son conocidos. Por ejemplo vaéase ‘‘On basic existence theorems

in network synthesis. IV TRANSMISSION OF PULSES'' M. V. Cerrillo y E. F. Bolinder.
Technical Report No. 246 Aug. 15, 1952 R.L.E. Mass. inst, of Tech. U.S.A.,donde se en -

cuentran todos !os detalles de esta sintesis.
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