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RESUMEN

The method recently developed by M. V. Cerrililo l, for synthesis in the time
domain usiny window distributions can be successfully used for transmission and
prediction problems involving random functions. In this paper it is shown that for a
stationary stochastic process subjected to certain resitrictions, an adequate window
distribution can be obtained providing an optimum [iltering in the sense of the least
square error. Two metbods for the calculation of the areas of the windows are produ-

ced yielding two different types of approximations. In both cases the pertinent areas

depend on determinants whose coefficients can be calculated from an appropriate

sampling of the correlation functions.
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INTRODUCCION

Recientemente, Cerrillo ' ha presentado un método de sintesis en el dominio
del tiempo que, portiendo de un models de kernels singulares, permite encontrar una
solucion al problema de prediccién de sefiales con caracteristicas analiticas dadas,
dentro de limites preasignados de tolerancia.

Si bien es cierto que el método de Cerrillo presenta varios aspectos de con-
siderable interes, no es menos cierto que en los problemas practicos ordinarios ra -
ras veces se presenta el caso de sintetizar un sistema para la prediccion de una se-
hal definida. Usualmente el problema aparece bajo una forma diferente: se desea
obtener la funcién de Green de un sistema que permita predecir, dentro de ciertas
tolerancias, no solamente una seiial f(1) sino cualquier sefial f(t) perteneciente o
una clase determinada { f(t) } + Mas adn, por lo general la seiial (1) contiene com-
ponentes que llevan la informacién deseada impurificadas con otras que se procura
eliminar y se clasificon bajo el nombre genérico de '‘ruido’’. La tarea del filtro
consiste pues en separar la parte deseada de aquella que presenta el ruvido y en eje-
cutar alguna operacion definida sobre la parte deseada: transmision, retraso, predic-
cién, derivacién, integracién, etc. El filtro, en principio, debe ser capaz de reali-
zar esta funcién cuando recibe una sefial cualquiera perteneciente a una clase deter-
minada. Es por tanto conveniente pensar en filtros que operen sobre clases de fun-
ciones mas que sobre senales bien definidas.

Desde luego es intuitivamente obvio que conforme se requiere del filtro lo
capacidad de operar unc clase, la accion del mismo sobre elementos individuales de
la clase debe ser mas restringida y esta restricciéon sera tanto mayor cuanto mas
extensa sea la clase en cuestion. En otras palabras, puede esperarse que cualquier
extension de la clase se traduzca en una disminucién en la efectividad del filtro pa-
ra realizar su funcién sobre un individuo particular de la clase. Este es el precio
que debe pagarse por la extensién de los servicios del filtro.

En virtud de las consideraciones anteriores resulta evidente el hecho de que
es preciso caracterizar la clase { f(t)} con suficiente precision como para tener

cierto grado de cortidumbre de que ésta ha sido suficientemente limitada dentro de
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las condiciones de! problema particular que se desea resolver,

De otra manera se correria el riesgo de requerir del filtro mas de lo nece -
sario, con el consiguiente detrimento en su operacidn.

Los viejos filtros de paso bajo, paso alto, pasabandeo y parabande son ejem-
plos sencillos de lo expuesto. En este caso la clase de funciones sobre la que el
filtro opera se caracteriza por un intervalo en el eje de las frecuencias reales. En
el trabajo aludido de Cerrillo se presenta otro ejemplo de esta naturaleza: en el pro-
blema de tronsmision puro de uno sefial, el kernel resulta independiente de lo estruc-
tura de la misma cuando ésta es de variacion lenta respecto al kernel. Un filtrode
este tipo transmitiria por tanto, dentro de ciertas tolerancias, la clase enterade fun-
ciones de variacién lenta que llenaron ademds los requisitos supuestos.

El objeto de este trabajo es mostrar como es posible extender facilmente
los resultados de Cerrillo al problema de filtracidon lineal de clases de sefiales ca-
racterizadas a segundo orden por una distribucién probabilistica, es decir, o séfia -
les consideradas como cadticas. Las limitociones del método son las ordinarias
y provienen no tanto de la sintesis propiamente dicha, como de dos factores impor -

tantes: el procedimiento que se emplea para definir la clase y el criterio que se si-

gue para definir la operacién éptima.

I. CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LA TRANSMISION
DE SENALES CAOTICAS.

En esta seccion revisaremos brevemente el problema de la filtracién lineal
de sefales cadticas segun el conocido método de Wiener” , presentando sin embar-
go los resultados de una manera adecuada a nuestros propdsitos y haciendo ciertas
hipotesis que permitan determinar claramente las limitaciones de los mismos.

Considérese (Figs. 1) un filtro o sistemo lineal con dos pores de terminales

accesibles, f (1) es una sefial incidente y f, (1)

f[ (f) f! (’)

Fig. |
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es la salida cuando el filtro estd caracterizado por la funcién de Green S(t) ., Sea
ademds f,(t) la sefial deseada. Suponemos que el sistema S(t) se requiere pa-
ra efectuar la transformaciéon  f (t) —~f,(t) pero que produ.e en realidad f (t)—

f,(t) de modo que la diferencia
e () = F, (1) - f, (1) (1)

es el error de operacion.

S(t) es una funcion cierta en tanto que f,(t) se supone ser una funcion
cadtica caracterizada por una ley de distribucion. Agregaremos ademas la hipéte -
sis de que f,(t) es de segundo orden asi que existe la esperanza E [f,(1)] pa-

ra todo t vy por tanto la covariancia

M, ,,t,)= E{f,(,) ()} (2)

para todo par (t,,t,). Si se supone ahora la existencia de la integral de Riemann

@

= [ [ S(t=t)S(t-t,) T (¢ ,t,) dt, dt, (3)

se asegura entonces que la integral estocastica

(1) = J S(u) (1) du (4)

e (D

existe en cuadrado medio. Entonces el error podrd expresarse en la forma
b
e(t) = [ S{u) f, (t-u)du = f,(1) (5)

Como para cado f (1) la seiial deseada f,(t) resulta delaprimeraporun
proceso bien definido, podremos suponer que existe una correspondencia f,(t) —

f,(t) yque f, (1) es unafuncién cadtica de segundo orden con covariancia
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Co(t,,t,)=E{f (+)f (+;)} . (6)

Q

Conviene ademads considerar una distribucion en el espacio producto  f | x

t_ que permite definir en general las covariancias

o t) = ELF (1) f (1) ) (7)
(i,j=0,1)
en donde se escribe por simplicidad I'__ =1, =0 .
El error expresado en (5) es a su vez una funcién casual de segundo orden.
Existe entonces la espergnza E { | e (1) ) 43 que, en general es una funcional

de S(t) vy una funcion ordinaria de t. Escribimos pues:
E{le®W{®}= FLStt =

=E{[ fS(u)f(t-u)du-fn(f)‘z} ' (8)

que por un sencillo célculo se puede escribir, empleando (7) en la forma

E{]e®m|*} = F[SH);t] =

= [ [ S(u,) Sluy) T, (1=u,, t=u,) du, du, =

=D
0

-2 [ ST,y (t=u,t)dv +T_ (t,1) . (9)

Para un proceso estacionario,

Co(,t) = C (t,=1,) , (10)

no depende mas que de la diferencia t,-t, . Las funciones Cii (t) sonlas

funciones de correlacién. Ademads sera



OF[sW;t]l = o (1)
dt

de modo que F es una funcional de S(t) solamente, (9) se reduce o

E{le®m|*)=F[sw] =

= ff S(Ul) S(Uz) CI (UI-UZ) dUIdUZ -
-2 [ S(W)C,y (W) du +C, (O (12

Calcularemos ahora las derivadas funcionales:

dF >
_ST;)= 2-;[ CI (1""'IJ) S(U) dl.l-2 Clo(f) (]3)
d°F
2C‘I(fl-t2) = 21_'| (1‘“1'2) . (14)

3S(t)) 3 S(t,)

Si requerimos ahora que el error cuadrade medio sea un mimino, S(t) debe

anular la derivada (13) y esto requiere que sea solucién de la ecuacion de Wiener

f C, (teu) S(v) du = Cm(t) . (15)

e OO

En efecto, para una funcién S(t) que satisface (15) y anula (14), la vario-
cion 8F debida a uno variacién § S serd, en virtud de (14) y (15),
dF °F

= . [ f————— §5(t,) 8S(t,) dt dt, =
5F = | T 3 S(1)dt +- IIBS(f,)BS(tz) 5S(t,) 8S(t,) dt dt,

= JIT, (t,,1,) 8S(t) 5S(t,) dt, dt, >0 ,
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por ser [ positiva definida,

Substituyendo (15) en (12) y observando gue

f C|(U|"u1) S(Uz) du) = CIG(UI)

all

cuondo S es solucion de (15), se ve que la primera integral en (12) se reduce a

[ S(uy) Cyg () du,

=0

de modo que el error cuadrado medio esperado en el caso 6ptima es

E {|e| )} = J S()Cplw)du=2 ] $()C ou)dy +C_ (0

(s

- C_(0) = [ S(a) C\qf0) du =

= - [ S, (t=y, t)du=

E{]E ] - S S, enf Mde)= E{[E] 1,1, )

E{fo(fq"fj)} ’

sera as);

E{]|e ‘2}¢ = C_(0)~ [ S(u)C,q(v)du=
=E {f (f -f,)} , (16)

el menor error cuadrada medio.

En el caso no estacionario podemos suponer que ya sec lo potencio total
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T T
P.=tlim [ E{f(M*}dt=1lim [T (1,1)ds (17)
T-o I T—o 3
(i=0,1)
o bien la potencio media .
— 1 T , | 1 T
= '- AT = ' _— . ]
P. lim o .Ir E {f(1)°}dt Jim — { [ (1,1) dt (18)

existen. En el primer caso existirdn las funciones

T
C.I (1) = lim f [, {u,u=-t)du (170).
I T_,'m _T Il
asi como la funcional
T
g [S(1)] = lim f F [S:t] dt=
T - T

= _f_r S(U|)S(U1) C| (U|'Uz)duldu2 -2 f S(U)CIO(U) ‘du +Cn(0)'(]7b)

« 0

En el segundo coso existiran las funciones

1T
Cii (1) = _|!me —2—T—-{ ri'i (v,u=t) du (18a)
y la funcional
t T ;
- 11 S . t =
3 [S()] = '||'|—Tm - Ir F[S;t]
= [ ] S{u) Su,) C,(u,=u,)du,du, =2 [ S(u) C qo(u) dutC_(0)

= O

(18b)
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de manera que, si el criterio que se sigue para escoger S5(t) consiste en hacer

minima en el primer caso la expresion

T
e=lim [ E{e(t)? }dt , (17¢)
T-o 5
y en el segundo
i ] fT E{e®)?® }dt (18¢c)
= tm — . C
e T 7T 2 e

El formalismo es el mismo: S(t) debe satisfacer una ecuacién de Wienner

(15) con las Cii (t) definidas de manera adecuada.
Si se introduce ahora la limitacion de que S(t) deba ser fisicamente rea-
lizable y por tanto sea S(t) =0 para t <0, se encuentra” una parte no previ -

sible de la sefal,

Es conveniente definir las funciones C y CT con la propiedad:

Ci(t) =0 para t>0
CT (t) =0 para + < 0 (19)

C,(1) = C,()+C} @ .
J

en donde el signo * designa la convolucién completa.

Se puede definir ademds C(t) como solucién de la ecuacion integral
Ci(t) *xC(t) = C,, () , (20)

y se descompone ademds C(t) en sus componentes de tiempo positivo y tiempo

negativo:

CH=CHw +c ¢
C* (1)=0 para t< 0 (21)
c (1) =0 para t > 0 o
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El sistema S(t) debe transformar, de acuerdo con (15) una senal cierta de

la forma C, (t) en otra de la forma C 1o (t) Introduciendo en cambio la limita-

3

cion de causalidad, se sabe ~ que el error disminuye en el caso optime cuando S(t)

transforma Cr (t) en C (+) (1) en cuyo caso se anulo la parte imprevisible del

errore. S debe entonces satisfacer la ecuacion entegral

Cr @) «s(t)=Cc! () (22)

explicitamente

t
[ CHt=u) S(uwdu= C (¥ (220)

II INTRODUCCION DE KERNELS SINGUL ARES

Dentro de las condiciones estipuladas en la seccion anterior, el problema

se reduce a resolver una ecuacién integral de la forma (15) o (22a) Se puede a -
plicar ahora un argumento euristico para determinar el tipo de solucion que puede

esperarse,

Sea T un intervalo finito y hdgase una divisién de T en subintervalos

mediante m puntos:

0<tl<f2<l~u-| <t <t =T

En cada punto de divisién t_ se construye un pulso de intens idad a,

Se propone para S{t) una distribucion de pulsos

SM)= 2 a 5(t-1) (23)
= |

Se trata pues de un kernel singulor de memoria finita T  En términos de

este kernel la expresién (12) o (17b) o (18b) se escribe:
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F{S(t)] =

= 2C,(t-t)a a =-22C, () a +C (0)=F @) , (24)
kh k

es decir, se transformo en una funcion de las a con coeficientes que, para una
estadistica dada, dependen de la seleccion de valores de tiempo. La condicidn

de error minimo resulta inmediatomente

1 OF
2 aak

H

S C(=ty) ay = Cig () =0 , (29

que es un sistema de ecuaciones lineales en las a . Debido al caracter positivo
definido de C (t), la matriz del sistema (25) es tambien positiva definida y asi,
este sistema posee solucion.
En el caso general, la anulacion de la parte imprevisible del error requiere
que las a satisfagan la ecuacion:
S Ch
h

-t) a, - c(* (t,) =0 : (26)

La solucidn de este sistema de ecuaciones permite encontrar las intensi -

dades de los pulsos del kernel singular.

1. USO DE DISTRIBUCIONES DE VENTANAS

La substitucién del kernel singular por una distribucién de ventanas puede
hacerse, como Cerrillo ha mostrado ' cuando la funcién a transformar es de varia -
cion lenta respecto al kernel, En nuestro caso, como para una estadistica deter -
minada las funciones son conocidas, tratdndose tan solo de correlaciones, basta
escoger | vy lo subdivisién de una manera adecuada, cuya manera es siempre ob-
via cuando se conocen dichas correlaciones, para que la condicién se cumpla La

sintesis de una distribucion de este tipo ya ha sido obtenida IR A
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Mostramos algunos tipos de ecuaciones que se obtienen en casos de interes:

A.- Transmision pura: fo=f,,C =C, =C,
2 CT -ty ay = CY 1) (27)
B.- Prediccion pura: f (= f, (t+7)

C =C, C,o=C,(t+7)

o

% c! (=t ) a, = c{* (1, +7) . (28)

C.- Transformacién en presencia de ruido.

Suponemos

f (1) = f(t) + r(t) , (29)

en donde f(t) es la sefial y r(t) el ruido. Ademas

(1) = S, (1 * () , (30)

es la sefial deseada, es decir, el resultado de una filtracion lineal S _(t) de la
senal sola, f (1), Si Cs (1) y C (t) representan las autocorrelaciones de lase-

fial y el ruido respectivamente,en tantoque C__ y C__ denotan las intercorre -

laciones, se tendra:

C,=C_+C +C_+C_ =C «C] (31)

sr

Cio=S, *(C,+C ) = Ci*C ,  (32)

de donde se determinan C | y C*) . La ecuacién es ahora del tipo general
(26). Este caso, segin la formade S_ (1) contiene como casos porticulores la

fransmisién y prediccion en presencia de ruido,
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IV. SOLUCION EN SERIE

Una vez que el problema se reduce a resolver una ecuacién integral del tipo
(22a) por medio de un kernel singulor,otras posibilidades se ocurren de inmediato.

Si por simplificar la notacion hacemos
Crm=xm c¥w=yw (32)

Substitucion directa en (22a) de la expresion

m

S a, §(t-t) =S (33)

k=0

resulta en una relacion del tipo
$ oa x(et) =g . (34

Por desarrolio en serie

(/) (0)
X
/
X(f-fk)-_- gn- z!-—- (f-fk) ’
y uso del teorema del binomio
l / /
(t-t ) = = (1) (=)
n=o N
se obtiene
m © [ x {5 (0) = 9(")(0)
=S S S __+________(l)(_t)l-n1.n= s 2T
9 (1 k=0 I=o n=oak ' n k n<o nl
¢ igualando el coeficiente de ¢" en ambos lados se obtiene
® (5 (n) (0
s 2O oy iptne 0 )
k=0 I=o0 . n n |}
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ecuociones que son de la forma

2 A @y = B, (350)
con N\
A . x (§) (0) | )I-n
"k=l o ll’“ -(n)(-tk
(35b)
{n)
s . 9 © J
n n!

de manera que con una distribuciéon con m + 1 lébulos es posible igualar las dos
funciones y sus primeras m derivadas en el origen. El sistema, actuando sobre
x (t) produce un simil de y (t) que solo empieza a diferir de ésta a partir del tér-
.l.l'l'l

mino en . Es practicamente inmediato a que clase de funciones x (t), y y (1)

puede uplicaqsg este procedimiento, si se desea que el sistema produzca verdadero-

mente un simil dentro de ciertas toierancias.
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