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RESUMEN

In a previous paper I, Cerrillo’s method of synthesis using window distributions was
applied to the filtering problem of a stochastic second order process, baving a cova-
riance Riemman integrable with respect to the impulse function (Green’s function)
of the system. In this work the foregoing resulis have been extended to a more
general class of processes, namely those representing funciions whose changes
can be assumed to be a second order process. Asiswell, known such procesess determine
a measwure in general, singular,Under the assumption that the Green’'s function of
the system is integrable with respect to this measure in the Stieltjes sense, g win-
dow distribution can be found providing an optimun filtering. A difficulty arises in

case the measure produces impulses, since then the assumption that the correlation
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functions are of slow variation with respect to the kernel cannot obviously be main-

tained. However, considering that such processes are mathematical idealizations

that one could not expect to appear as such in actual experience, a simple method
whereby the above mentioned difficulty can be circumvected is proposed. The resuls
is that as long as it is possible to realize windows whose aperture can be considered
as small relative to the correlation range of the actual pbysical process, such win -

dows should operate successjully.

En un trabajo anterior' se mostré de qué manera las distribuciones de ven -
tanas propuestas.por Cerrillo* pueden usarse en la sintesis de filtros para trans -

formar seiiales estocdsticas que cumplen ciertas condiciones. Las restricciones

impuestas sobre la sefial incidente f (1) fueron esencialmente las siguientes:

a. f (1) es un proceso de segundo orden

b, existe la integral de Rjemann

Y

b= [ [ S{-u) S(t=v) [, (u,v) dudv , (1)

en donde S(t) es la funcién del sistemay ', (u,v) la covariancia del proceso.
Nos proponemos extender ahora los anteriores resultados con el objeto de
mostrar que las distribuciones de ventanas pueden usarse con senales cadticas mas
generales, es decir, que con modificaciones pertinentes, es posible extender el mé-
todo para cubrir procesos menos restringidos.
Con este propdsito, designaremos nuevamente por f,(t) la sefial que lle-
ga al filtro S(1), f,(t) es la sefial producida por $(t) cuando es excitado por
f (1) entanto que f,(t) es la sefial deseada. Si f, (1) es integrable (en el
sentido de Lebesgue) podemos definir la distribucién asociada a f, (t) por la re-

lacion.

t
F,() = [ f,(v)du ' (2)



en donde la contribucion del intervalo (~®, 0) naturalmente desaparece cuando, co-

mo es usual, se supone que f (t) =0 para t <0, En este caso serio

dF, (1) = f,(t) dt , (2a)

y la operacién del filtro sobre f (1) puede expresarse en la formg,

f, (1) = f S(u) f,(t=u) du = f 5(t -u) f,(u)du =
= [ S{t=u) dF,(uv)
Ahora bien, la expresién
0 = J S(t=u) dF, ) 3)

= QD

puede existir como integral estocdstica en el sentido de Stielties aun cuando (2)

y (20) no existan. Para ello bastard que el kernel sea estocdsticamente integra -
ble respecto a la distribucién o medida algebrdica generada por f(t).
Si suponemos que (3) existe en cuadrado medio, la forma que toma el error

e (t) es ahora

e(t) = f,(1) =f, (1) = f,(1) = [ S(t=-u) dF,(u), (4)

de donde se sigue para la esperanza del error cuadrado la expresidn

FIS();t] = E{e®)?} =

= E{|f,)= [ SU-uv)dF,(u)]|?} =

E{|f,(0)]°%-2 TS(t-u) f, (1) dF  (v) +

&_.,‘B

+
« O

S(t=u) S(t=v)dF,(v) dF ((v) } =
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=E{|f,0[%} -2 [ S(t=v) E { £,(1) dF (v} } +

+ [ [ S(t=u) S(t-v) E { dF (v) dF ,(v) } (5)

- (D

Sea ahora F,(t) la distribucion asociadaa f,(t) y supéngase la exis -
tencia de una ley temporal adecuada en el espacio producto f, x f, que da lugar

a una medido Vi (v,v) (i,j=0,1) conla propiedad ” :

E { dFi(u) dFI(v) } = dy.. (u,v) (6)

Se sabe que se verifican entonces las siguientes relaciones:

oY..
E { fi(u) dFi(v)} = dv %M. (7)

U

% .. (u,v)
E { fi(u) fi(v) o= —2U (8)

du Ov

supuesto que las derivadas correspondientes existan .

En nuestro caso necesitamos suponer la existencia de

9% {uv) 9%y, (u,v)
du y du Ov

solamente, dado que aseguramos entonces la existencia de las tres expresiones

2% Yoo (uv)
du dv

E { fo(u) fo(v) } = = T4 (4,v)

d ;
E { f,(w)dF,(v) } = d,—-):?-i-(—?-:)—= d_ A yv) (o)

du

E{dF (WdF,(v) } = dy,, (yv) = dy,(yv)

%0



lo cual significa que la sefial incidente puede ser bastante irregular pero que la se-
nal deseada f,(t) no tiene el mismo grado de irregularidad y debe ser por si mis-
ma un proceso de segundo orden, Este caso obviamente ocurre en numerosas cir -
cunstancias prdcticas. Si por ejemplo, como es usual, f (t) representa uno se-
fial informativa impurificada con ruido, las irregularidades serias de f,(t) provie-
nen del ruido y no de la componente portadora de informacion. Son muy contadas

las ocasiones en que se requeriria una sefial f,(t) tan ruidosa como f, (t); an-

tes bien, lo que se busca en la mayoria de los casos es eliminar la componente de

ruido.
Como quiera, supuesta la regularidad relativa de f,(t) respecto de f (1)

que implican las relaciones (9), la expresion (S) puede escribirse como

F{SH,t] E{e(®)*} =

™ (t,1) - 2 J S(t=v)d A (t,v) +

- OO

+ f_T- S({t=u) S(t=v) dy, (v, v) . (10)

= (O

Supéngase ahora que f,(t) consiste de una sefial informativa f (1) im-
purificada con ruido fr(t) no correlacionado a fs(t). Ademds f,(t) sera al-

gin transformado de f (1) :
folt) = Sy(t) = £ (1) , (11)

en donde S,(t) se supone conocido. Si F, y F_ son las distribuciones aso-

ciadas a la sefial y al ruido, podemos poner

F,(t) = F_(1) +F (1) , (12)

de donde, en virtud de la independencia estadistica entre la sefial y el ruido puede

escribirse
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E [dF, (W) dF, (W) 1 = dv, (u,v) =

= E[dF_(udF,(v)] +E [dF (VdF (v) ] =

'k ,
By’(au ::-dudv tdy (u,v) =
u ov

= dy,(uv) +dy (uv) =

= [, (y,v) dudv +dy (u,v) (13)

E[f,)dF,(v)] = dv A(yv) = E [ f5(v) dF _(v) ] =

E[folv) f,(Wdv] =T__(uyv)dv , (14)
usando estos valores en (10) se obtiene
FISW;t] =0T, (r,1) =2 T- S(t=v) ['_  (t,u) du *+

+ [ [ S(tev) Sit=v) ", (u,v) dudv + [ ] S(t=u) S(t=v) dy (u,v)
- (D - s)

En caso de un proceso estacionario seran

[’ (u,v) = C_ (u=v)
l—‘M (uv) = C__ (u-v) (16)
I_'l (u,v) = C_(u-v)

funciones que dependen solamente de la diferencia entre los tiempos. Por otrapar-

te lo medida dy (u,v) del elemento de Grea deberd depender solamente de la di -

ferenciaentre v y v. Si se introducen las variables

se hace S{(t=u) S{t=v) = S(v' +v') S(v'}) en tanto que la medida del elemento
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de drea en el dominio de (u’,v') podré expresarse en la forma = de_(v')dv’ con

lo cual el Gltimo término en (15) se escribe como

IT S(u' +v’) S(v') dcr(u') dv' .

- D

Se sigue que en el caso estacionario el error cuadrado que se espera podra escribir-

se en la forma

FISMI=C (-2 [ C,,(u)S(dy +

w D

+IT C,(u=v) S(u) S(v)dudvy + ff S(u+v) 5('«-')t:lt:r(u)f:iwr . (17)

a (0D = D

Pueden ademads ocurrir singularidades de las cuales la mas importante ocu -

rre cuando fr (1) es un proceso de incrementos independientes., Serd entonces

dD‘(U) St U=V

dy (uv) = E [dFr(u)dFr(v)] = {o i ugv . (18)

El error esperado (15) serd es este caso

FIS(H),t] = [ (t,t) - 2 _T S{t-u) l—'u(f,u)du +

a D

t IT S(t=u) St=v) " (u,v)dudv + [ S(t=u) S(t-v) do(u) , (19)

= 0

y se tendrd un proceso estacionario cuando do(t) = adt siendo a una constante,

La Gltima expresién se reduce entonces a

FISM] = C,0 -2  C,,(u) Su)dy +

+ ] ] C,(u=v) S(u) S(v) dudv + a _T-S(u) S(uvydv , (20)

» 0
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por lo demds (20) puede obtenerse directamente de (17) suponiendo que C_(u)

asigna medida cero a todo intervalo que no contenga al origen en tanto que el pun -

to u= o0 tiene medida a.
En el caso mas general descompondremos la medida C_(u) en una parte
continua con densidad o (u) y una discontinua que supondremos serde la forma

anteriormente considerada, es decir, con un solo salto en el origen.

Se obtiene asi:

FIS(] =C_(0) -2 _T C_.(u) S(u)du +

= D

+ IT C. (u=v) S(v) S(v) dudv + f? S(u+v) S(v) p (Wdudy+

a 0 -

ta [S(u)?du : (21)

w OO

11

Podemos obtener fdcilmente la ecudcion de condicion que debe cumplir S(t)
si se quiere hacer minima la esperanza del error cuadrado., Un sencillo calculo mues-

tra que la derivada funcional de (21) puede expresarse en la forma

2 %%% z LC (t=u) 4o (=0} ] S{u)du +a3(t) -
- Cﬂs(t) - 0 0 (22)

Es facil ver que en rigor 1a parte singular que produce el término a S(t) no

puede tratarse por medio de distribuciones de ventanas. En efecto, basta hacer

ao

aS{t) = [ ad(t-u) S(u)du ,
para escribir (22) en la forma
T k(t=u) S{u)du - Cu(t) =0 (23)

= O
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con

() = C.(0) +p (1) +ad(n , (24)
para notar que el kernel de la ecuacion integral que determina S tiene impulsos.
No es posible suponer que un impulso tiene variacion lenta respecto a cualquier ven-
tana fisicamente realizable.

La dificultad, sin embargo, es mas bien de naturaleza matematica que de o -
rigen fisico y proviene de la idealizacidn que conduce al tercer término de (24). Por-
que si bien es cierto que no hay ventana fisicamente realizable que sea rapida fren-
te a un impulso, tambien es iguaimente cierto que no existe ningin sistema fisica -
mente realizable capaz de producir impulsos ni tampoco existe el sistema capaz de
transmitirlos. Fisicamente considerada, la teoria de circuitos es una version sim -
plitficada de una categoria de tenomenos electromagnéticos, pero, pese a su innega-
ble utilidad, tiene limitaciones bien conocidas. En particular sus resultados son
falsos para sefales tan rapidas que presentan un cambio porcentual apreciable en el'
tiempo que tarda la luz en atravesar el sistema,

Es pues punto menos que imposible esperar que en la practica un filtro reci -
biera una sefial f (1) cuya distribucion cumpliera realmente la ecuacidn (18). Si
imaginamos alguin dispositivo ideal que produjera tal tipo de ruido, bastaria la me -
nor cantidad de transmisién por cualquier forma de materia para ‘‘abrir’’ la mediday

producir una estadistica en la cual

E | dFr(u) dFr(v) )

no se anula en cuanto u difiere de v . Es decir, lo que debe realmente espe -

rarse es un kernel de la forma

k(t) = C_(1) + o (1) : (25)

en el cual o (t) cae rapidamente a ambos lados de t = 0 y ademas,

€O

f o, (t)dt = a . (26)

- O

Si la sefial es de tal forma que sea posible realizar ventanas con apertura
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muy pequeria comparada al tiempo en que p (t) presenta variaciones apreciables,
el argumento aplicado en el trabajo anterior tiene validez en este caso.

Basto entonces hacer

K (1) = k* (1) & & (1) |
3 27)

CHw+c M et (0 |

OS
~

para obtener las ecuaciones que satisfagan las areas de los I6bulos:
+ (s _ (4
;Zx (t, -t,) a, = C7(t) (28)

que determinan la distribucién de ventanas. Se escogen asi las dreas de manera
que se anula la parte no previsible del error.

Lo ecuacién general (10) puede tratarse de uno manera semejante. Del mis-
mo modo, los casos no estacionarios que den fugar a una potencia total finita 0 @
una potencia media finita, permiten el mismo tratamiento. Seria ocioso repetir a -

qui los detalles que fueron expuestos en el trabajo citado '.
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