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RESUMEN

The purpose of this paper is to obtain the free particle solutions of Bhabbc
equation for a particle with two different states of mass and spin. Of the twelve
independent solutions, four correspond to states of spin 1/2, and eight correspon.
to states of spin 3/2, The 20 componenis solutions are expressed as five vecitor:

and each component of these vectors are linear combinations of free particle solu -

tions of Dirac equation.

I. INTRODUCCION

En un trebojo reciente, Bhabhd ha intreducido una ecuacién relativista que

describe a una particula con dos estados posibles, uno con masa m y spin3/Z
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yel otrocon masa A m y spin 1/2, siendo A una constante real arbitraria.

Esta ecuacién es de la forma
(a,#'pp‘f'm)lpno I. 1

en la que Y es una funcién de onda de 20 componentes y las  a® son matri -
ces 20x20, La aplicacién de esta ecuacién a procesos en los que intervienen
particulas de spin 1/2 (con un posible estado virtual de spin 3/2) se ha dificulta-
do por el hecho de que las reglas de conmutacién de las o* son complicadas vy
de dificil manipulacién.

Posteriormente Gup'ﬂ:l2 ha hecho ver que es posible obtener una represen -
tacion de las matrices de Bhabha a’ en términos de las matrices de Dirac y*
cuya manipulacién es mucho mas sencil la que la de las primeras, y en cuyo caso
la funcion de onda queda descrita en términos de cuadriespinores de Dirac lflk
y Y . Mas todavia, Gupta demostré que para el estado de spin 3/2 la ecuacién
de Bhabha se reduce a la ecuaciéon de Rarita-Schwinger para una particula de spin
3/ 2.

El propésito de este trabajo es encontrar las soluciones de la ecuacién de
Bhabha para una particula libre, las cuales son de gran utilidad para el célculo de

elementos de matriz de procesos en los que intervienen particulas descritas por

dicha ecuacién.

La Lagrangiana propuesta por Gupta es

—k ~k ~ k i
L==@ oY tmy, + 3¢ Gy +7 e )y =3¢ 7 oY - m-y"y, -

- - -k
=y (p, Y tAm) Y —d (Y ¥ +Y p ¥) 1.2

enloque d y A son constantes reales, Y= f v® y Y son cuadries-
pines de Dirac, las cantidades l,b" (k=0,1,23,) tienen las propiedades de trans-
formacion de los cuadriespinores de Dirac y de los tensores de primer rango;

las y* son las bien conocidas matrices de Dirac que satisfacen la regla de con-
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mutacion

et eyt gk o gk .3
finalmente
pp.:-ima_ﬁ_,X°=t,X|=x,X2=y,X3=z 1.4
Con la métrica
g%%=-g''=-g?2-.g21,g%" =20 para k£ L5

& o & L L)
Y en una representacion con ‘¥ diagonal, las matrices de Dirac son

1000 rooo-l
, | 0100 .10 0-10
Y =] 00-10 Y={0100
000-1_] LIOOOJ Lé
(0001 [00-10
, 0 0-10 s |0001
Y =1 10100 Y =100 0
' 1000 0-1 00
. J L

Por variacion de la Lagrangiana [.2 se obtienen las ecuaciones de movi -

miento
by ¥ +m - LGPy tp Y Y 3 (Y -m YNy, Hdp =0 L7
(p, Y% +Am)-dp, ¢k = 0 .8
P Y m Pl = . .

La funcién de ondas de 20 componentes o3

VY= 'Ibz E{'ibor‘l}.rllbzrwsrlp} 1.9

W =
* - -

Convendremos en escribir los vectores en columna de forma horizontal, y el paréntesis
de llove denotara su caracter de vector columna.
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(p; 7' +m)y, +d(1+A) (ph my)¢=0 1.10

7, W% = = 3d Ay 1.12
(p, Y* + Am)yr=0 113

En el estado de spin 3/2, Y =0,, vy las ecuaciones anteriores se reducen

a
(p; v+ m) gk =0 1.14
con las condiciones
k _ 1.15
P y* =0 .
k 1.16
4" <=0

y la funcién de onda es de la formo
G (spin 3/2) = {(¢°, ', p2, 4%, 0} 1.17

Para el estado con masa de reposo Am y spin 1/2, las funciones \,b"

pueden expresarse en términos de |y por

¢tk =mi(|::uk + Am ‘yk)lj} I.18
m
con Y solucion de
(p, Y* + Am =0 1.19

y las ecuaciones 1.10 , 1.11, 1. 12, se satisfacen automaticamente,
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| a funcién de onda es entonces de la forma

b (spin 1/2) = { ¢°, ¢, v?, 4>, ¥} . 1.20

Para el éstado de spin 1/2, la densidad de carga es

7° (spin 1/2) = J} YAk : 1.21

Para el estado de spin 3/2, la densidad de carga es

—k
i°(spin3/2) = =y ¥°y, - 1.22

II. SOLUCIONES DE LA ECUACION DE DIRAC

Para encontrar las soluciones correspondientes a ambos estados con spin
1/2 y 3/2, se requiere conocer primero las soluciones de la ecuacién de Dirac pa-

ra una particula libre.

(Yp, tmly=0 IL 1
Sea
i p ) S ip t+ ip.vr
Y, N=cd(p)e ¥ =¢(p)le ° 11.2
y puesto que p , = - 3%’1_ , la ecuacién II.1 puede expresarse en términss de

las componentes del impulso P, = lp,=E,p,=p, P, = P s Py =P, ],

y resulta la ecuacion

(Y°E+Yjpf+m)¢=0 : I1.3
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Las soluciones de esta ecuacion pueden obtenerse sin ninguna dificultad y son:

¢ (1) =Alp, 1, m {p,,p, tip,,E +m0 } 1.4
¢(l’,2)= A(P,2,ITI) { px'ipy:'Pzror Ep2 t m } 1.5

para energia positiva, y
¢)(P13)= B(Pn3;m) { EPJ-m' 0: Pzr Px +iPY } I1.6
¢(Pl4) = B(P: 4; m) { 0; Epu- m, Px - iPy;" Pz } 11-7

para energia negativa,

Para impulsos polarizados en la direccién positiva del eje z, las solu-

ciones correspondientes son

¢(p, 1, m) = A(p,,1,m) {p,0,E  +m0} 11.8
¢lp,2,m) = Alp,,2,m) {0, -p_,0,E +m} I1.9
¢(p,3,m) = B(p,,3,m {E ; =m0p, 0} 11.10
¢(p,4,m) = Blp,,4m {0, E  -m0-p, } I1.11

con
Alps,m)= (p* +[E, +m]*)T s=1,2 11.12
B(p,sm=(p2+[E.-ml®)y? s=3,4 .13
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III. SOLUCIONES PARA EL ESTADO DE SPIN 1/2

| _a funcidon de onda es

AR AR AN ARUS

con

y Y solucién de
(Pkyk +Am)y=0

Para una particula libre

Sean

las cuatro soluciones de [I1.3 son entonces

b(p,N = {p,.p, ¥ie, E, +Am 0}

| :
C,f?(p,?)-_- *“"E {Px - iPy, - Pz' Ep2 + Am }

paora energia positiva, y

-] -
¢(P:3)-*B"‘{Ep3 Am, 0, P, P, +Py}

blpd) =--(0,E = Am p =ip, =P, )
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1.1

I11.2

I1L.3

II1.4

.5

1.6

Hl.7

[1L.38
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para energia negativa.

Por II1.2 y Ill.4 se tiene

Wo ==L tAm )Y Y= - tAmy))y

b ==L (p* +am ¥y

se obtiene

¢3=_%(p3 + Am TJ)‘!}

#* = -2 (p +AmyNd ¢’ =-S(-p tAmyD) g,

y para impulso polarizado en la direccién positiva del eje 2z

¢°=—%(E+;\MY°)¢ CfJI:—d)\.Y'd)

¢’2=_de2

Las componentes de

¢

$*= =L (-p, tAmY) ¢

¢ (p,1) son:

®° (o, = -4 22 (E,,
c;b'(p.l)=—‘i—2—- {0, E,,
#*(p,1) = L2 {0, E,,
6’6, == E;' (E,,

b, =~ (.0,
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las componentes de ¢ (p,2) son:

l.as componentes de ¢ (p,3) son:

¢° (Pla) = -_dB- pz {pzl 0: EP3 - km: 0 }

m

‘i’ (p,3)“--—-é—-{0 - p, , 0, E J-P\.m}

6" (p3) = -i%’-‘-{o, -p,s 0, E = Am)

l.as componentes de ¢ {p,4) son:
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L.19

1H1.20

I1I.21

111,22

I1.23

I11.24

1.25

I11.26

11.27

111.28

I1.29



Sean

con.

b (p,4) = "-'B’* {p,,0,E ~Am,0)

E
3
(b (P:4)= --éB-_—_:.l-i {0—p2,0, Epuukm}

]
@ (p,4) = —é-—{ 0, qu ~Am, 0, ~-p, }

Ny (p,s) = ‘ +
| 7P,S)\H1) {E )\mrolpzlo}

2 Alp, s, ?\.m){ Am, 0,1pz}

( ' = ]u - -
173 P 5) B(Pl S.)\m) {pz'0' Ep3 A'm'O }
Huip B(p, s, Am) 0=, OBy ~Am )

A(p,s,Am) = [,:.2 +(Eps +/\.m)z]+% s= 1,2

B(Pl S,)LI'I'I) = [Pz + (EPS-KI"H)Z] +% S = 3,4

bp,s) = [4°(p,s), ¢'(p,5), 9°(p,$), @

Las soluciones para el estado de spin 1/2 son entonces

¢)I (Pr

(p, 1), dA7, (p, 1), id A7, (p, 1),

dE
’ P} 77|(P:]):' cP(Pr 1, Am) ]

m '
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(p, s), ¢ (p, s) ]

111,30

111,32

I1.33

I11.34

[11.35

I11.36

I11.37

[11.38



dp dE
¢11 (P;2) = [ = Uy (Pr2)t d )\-T} | (Pl2)l - id)\'ﬂ i (Pl2)l' - P2 ﬂz‘fP:z)i

m m
; 9 (p,2, Am) ] 11.39
dp
Pry (Pr3) = L =—%73(p,3), - d My (p,3), = 1dA7,(p,3),
dE
’ P3 n3 (P:3') A-mkp (Pl 3r )\m) ] 1[1140
m
dp _ dE
¢, p3) = | - ~n4(p,4), =dAny(p4),id An,y{(p4), ~—B% 1n,(p4);
imn

’ CP(PI 4; A m) ] P 11I.41

Es facil ver que para las cuatro soluciones se cumple
o Yo, = $* (py s) ¥° b, (p3) = " T (p,s) b, (p,s) = = 3d" \* 142
de modo que

7°(spin 1/2) = Yy° ¥ = &' (p, 5) @lp, 5) = | [I1. 43

Es conveniente expresar las soluciones en términos de los vectores de po-

jarizacion
s I [ L ~ -0 =P - {0,0,1] INl.44
<y [\l-2— '\]—2—' ] cz [\1-2—: ‘J—2—: ]c;-, o [ ]
entonces las soluciones son
dp
dp,N= [ ——=7n,{p]),
m
d
N2dhe, 1, (p1) +—=2k c3n,(a V; ¢ (p 1, Am) ] I11.45
m
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dp
¢(P;2)= [ z 172 (Prz)
m
] dE ,
,N2dAe, 1, (p,2) - mp cn, (p,2); @ (p,2, Am) ] I11.46
dp
®(p,3)= [ - m“ 75 (p,3),
dE
, =N2d X e, 74(p,3) +—LP3cyn,(p3); ¢(p,3, Am)] I11.47
m
dpz
¢(Pr4) = [ o 774(P:4):

dE
,=12d )\ c, N3yip4) - —L% e3m,(p4); ¢ (p4d, Am)] |, I11.48

I

IV. ECUACIONES PARA EL ESTADO DE SPIN 3/2

Ya se ha visto anteriormente que para el estado de spin 3/2 Yy =0, vy

las  * deben verificar las ecuaciones

(b Yi+ m) Y= 0 IV.1

junto con las condiciones
p, Wk =0 IV.2
Vi Yk = 0 _ IV.3

Para impulso polarizado en la direccién positiva del eje z la ecuacién

IV.1 da el sistema
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(E + m) cpf-p qoi:O

(E + m) q::z2 tp, oy = 0 V.4
p, ¢) ~(E-m) ¢ = 0

p, @5 +(E - m) ¢ =0

que deben verificar las componentes de cada uno de los cuadriespinores l,bl

que forman la funcidn de onda.

De la condicién IV.2 resulta que las componentes de ¢° y «° de-

ben cumplir las condiciones

3
, Tp,9,=0 IV.S5

en tanto que la condicién IV.3 conduce al sistema de ecuaciones

0

@ + g =i o + 3 =0
|

) * oy tigs - g, =0 IV.6

- 93 - 9, tigy - ¢y=0
. 3
-9y = 9, =i @) t gy =0

El problema consiste pues en encontrar un conjunto de cuatro cuadriespi-

nores que sean soluciones de la ecuacion de Dirac, o sea, cuyas componentes ve-
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rifiquen el sistema IV.4, y que ademas verifiquen las ecuaciones IV.5 y IV.6.

V. SOLUCIONES PARA EL ESTADO DE SPIN 3/2 Y ENERGIA POSITIVA

Propondremos como solucién para las l,bl una combinacién lineal de
las dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Dirac para ener-

gia positiva

fl = {pzror E +m:0}
V.1

gz = {O_F’zr O,E"'ITI}

del tipo

<Po=(°o§|+bo§2) P, s cF'I =°I§| +bl‘§zi
V,2

;@i =a’ & tbP g, @ = (a7, tBE)E

las cuales obviamente satisfacen el sistema de ecuaciones 1V.4.

lLLas ecuaciones IV.5 y IV.6 se transforman entonces en un sistema de

ecuaciones en los coeficientes a’ y b/ - de IV. 5 resultan las condiciones

a®p? +(E+m (b'=ib*) +a  E(E +m) =0
a®(E +m)=(b'~ib?) +a’ E=0 V.3
Go +03= 0

b®p2 = (E +m) (@' +ia”) + b E(E +m)=0
V.4

b°(E+m)+(a' +ia’) +b  E=0
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b® +b = 0 V.4

LLas soluciones de este yltimo sistema de ecuaciones se obtienen de las

soluciones de V.3 haciendo las sustituciones

| L 2
o= b =ib __ 43 V.6
m
y por V.5 se tiene
b0=_ul+iﬂz=_b3 . V.7
m

Ahora bien, como los sistemas V.3 y V.4 son independientes, se tendrd
un conjunto de soluciones para a, = a’ =0, l:)ll.,b2 # 0 vy otro para b'=b*=

| 2 . .
a ,a° 0, Lassoluciones correspondientes son

; L 2 | ey £
Cpoz__b___-..l_b.__flpz Cpl=bl§2 ({;)2=I:)2§2 (P:,:—b -lb §IEV'8

m m
Y
0 al+iqz | l 2 2 3 t:ll-i-in,:m2
('P =-'_"‘“_]'_§2p; CP = a gl CP = d fl CP =——"—m———-—§inv-9

Podemos ademds suponer que todos los coeficientes son nimeros reales
o imaginarios puros, pues si fueran numeros complejos, la parte imaginaria o real
de dichos coeficientes deberia satisfacer necesariamente las mismas relaciones
que las correspondientes partes reales (o imaginarias), de manera que una solu -
cién con coeficientes complejos resultaria como una combinacién lineal de las

soluciones con coeficientes reales o imaginarios puros.
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Es inmediato que hay dos casos posibles segin que b'-ib? sea o No

nulo, en el primer caso, se tiene la solucién:

0 I . L 2 2 2 3
¢, = 09 =ib &, ¢, =b & ¢, =0 V.10

y en el segundo caso resulta

0 blll-ibli | l i bZ
¢II=—T_§IPz'CPII=bII§2'CPII= 11'52
V.11
b! <ib?
(P;:- Ilmué'lE .

Imponiendo ademds la condicion de que ambas soluciones sean ortonorma-

les, se tiene

(P: =0 CI:'I' = \r_%_ CP(P:2: m)
V.12
] 3
CPIZ == J".zz cF’(Pm 2:'“) @ = 0
o _ 2 Pz ( -I ) | _ _1__ ( 2 I"ﬂ)
(PII_ 3? @\p,i,m CPII-\E P \P, £,
V.13

i 3 2
CPIf = J*Lg o (p,2,m) ¢, == E ¢ (p, 1, m) .

| as soluciones del tipo V.9 pueden obtenerse en forma enteramente ané-

loga y son:
© 20 ¢l = 2 olp,1m)
Pm = P © J2 PP L V.14
' 3
‘P;I B JLTCP(P'l'm) Py = 0
Y

P 1 2 _
cpl:f =" E- . CP(P'Z'm) CPI:; = J’Z"- CP(Pl ]lm) CPI'V =

m
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- L 3 2 E
.JE CP(P, ],ITI) CPIV - J_; m CP(PI 2: ITI) . V.15

En términos de los vectores de polarizacién e, e,, e, definidos en
[I.42, las cuatro soluciones linealmente independientes para spin 3/2 y energio

positiva son
7 = [0, e, 9lp,2,m ;0] V.16

P,
pt = [[2 " = ol 1,m),\]3.. ¢ (p,2,m)-e; |2 E © olp T,m ;0] V.17

¢’m [0, e, ¢(p,T,m); 0] V.18
+ _r_ 12 Py ht 1 E
iy = [-15— 2, Am), TE o (p, 1, Am) + o 12 ® (p, 2, Am); 01,V.1¢

VI. SOLUCIONES PARA EL ESTADO DE SPIN 3/2 Y ENERGIA NEGATIVA

Proponemos ahora como solucién para las l,bl una combinacion lineal de

las .dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Dirac para ener-

gia negativa
§3={E_mforpzr0} §4={0;E'ﬂ1,0,-P?}, VI. 1

del tipo

"= (e® &5 +th L) e, @' =9 & th Gy,
V1.2

;@ =g & th? &y @ = (g & thTEYE
las cuales satisfacen desde luego el sistema de ecuaciones V.4,
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Las condiciones IV.5 conducen ahora al sistema de ecuaciones

g’ +(E-m)(h'-ih?) + g E(E-m=0

VL3
g’ (E=m)=(h'=ih®) +g’ E=0
g’ +g¢°=0 :
Y
hop2-(E-m)(g' +ig? ) +h E(E-m)=0
h(E-m) +(g' +ig?) +h’E=0 VL4

he +h° = 0 .

Las soluciones de éste yltimo sistema se obtienen de las soluciones de

V1.3 haciendo las sustituciones

g°= —__g.._-.-._i_h_._=—93 ) Vl.é
m
y por VL. se tiene
ho = 9|+i92___...|-,3 V1.7
m

2 |, 2
Las soluciones correspondientes a gI =g° =0, h,h“£ 0, ya

h'=h?= 0, ¢ l, g2 # 0 son respectivamente

b . 2
qpo=__h_:_'.b__§3pz (pl =h|§“

m
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V1.8

I , V1.9
:P2=92§3 3=-i%g_qu

Para soluciones del tipo VI.8, si h! = ih? = 0 se tiene la solucién

0 | e 2 2 3
¥ = 0 ¥ = 'hl Sy cPIz = hI " P, = 0 VI.10

yecon h'=ih? £ 0 resulta

0 hI; - th: ) [
CPH = ——"Tn_— 63 Pz CPII = hII 54
| 2 VI. 11
2 _ 2 3-hll_ih11§E
cPII - 11 g‘l ‘PII "‘—-——n—l'l———'“" 3
las soluciones ortogonales son:
cpll =0 cPII = \]'_;:-CP(PJA:“‘)
V1.12
2 i 4. m) 3 _ 0
oy == 75 oAM=
0 2 Pz I _l_ 4 )
cPII =-J;T¢(P'3'm) CPH =J’3‘¢P(Pr s M
VI1.13

] 3 2
Py = f6='¢(p.4.m) Py = ,E (p, 3, m)

Procediendo en forma andloga para obtener las soluciones del tipo V1.9,
resulta
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0

I ] 2 i 3
CPIH = 0 CPIII = \r—..z- CP(PI3I m) CPIII = \—rli" CP(_P, 3, m) CPIII = ) VI-]4

P,
v =13 oy = g ok 3m

2 t E
by = 5 @(p,3m) o == |3 c glp4m VI 15

Usando nuevamente los vectores de polarizacion, las cuatro soluciones pa-

ra energia negativa y spin 3/2 pueden escribirse en la forma

tP-I = (0,¢, 9(p,4,m) ;0 ] VI. 16
- 2 P, ¢ +
CPII = [ - J3 —':n"' :P(Prsrm) \r3—'-_- CP(PIAr"‘)
VI1.17
tey |2 E ¢(p3,m; 0]
Cs I; ~ ¢(p, 3, m
CPI-II= [Or c| (P(Prsl I'I‘I) p 0 ] Vl.'IB

VI.19
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