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RESUMEN

In a recent paper, 3auer and Moshinsky showed that in nuclear shell theory,
the effect of a hard core in the interaction potential between nucleons, could be
eliminated by a simple translation, and instead,there appeared to first order the po -
tential 471 (h%a/m) 8 (r), where a 1is the range of the bard core and m  the
mass of the nucleon., Usiny the same method, the perturbation introduced by a hard
core is calculated in this paper up to second orderin a. We obtain explicitly
the perturbation energy in case the common potential is an harmonic oscillator, and

we show that the effect of a bhard core up to second order, still ayress with that of the
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O function potential given above. We compare this result with the analysis that

Huang and Yang give for free particles interacting through a hard core potential,

I INTRODUCCION

En un trabajo reciente, Baver y Mo.ﬂshim*-kyI analizaron el efecto que lapre-
sencia de un centro repulsivo en las fuerzas entre nucleones, tiene sobre el mode-
lo de capas del nucleo. El punto esencial en el andlisis fue el de mostrar que en
la ecuacién para la parte radial de la funcién de onda, podia eliminarse el centro
repulsivo por una simple translacién. La ecuacién resultante de la translacion con-
tenia un término que podia tomarse como una perturbacion, y su efecto, a primer or-
den, era equivalente al de un potencial delta del tipo 477 h% a/m) 5(r) donde a
es el alcance del centro repulsivo de la fuerza nucleary m la masa del nucledn.

El objeto del presente trabajo es el de analizar los efectos del centro repui-
sivo hasta segundo orden.

Utili zaremos en adelante 1a notacién del trabajo anterior (excepto que sus -
tituiremos los indices primos n', /', E' por n,/, E) que designaremos por I,y
al hacer referencia explicita a ecuaciones de ese trabajo, lo haremos agregando |
al nimero de la ecuacidn.

Se discutié en I el problema de dos nucleones en un potencial comin del ti-
po de oscilador harménico, suponiendo que la interaccién entre los dos nucleones

contuviera un centro repulsivo. Se indicé que era conveniente pasar del sistema

de coordenadas r,, r, delos dos nucleones alas coordenadas relativas r' =
=(r,=r,) ydecentrodemasa r'= % (r, tr,), vy deque, si la interaccidn

estaba dada exclusivamente por un centro repulsivo del alcance a , la ecuacidn

radial en r tomaba la forma:

[-(h3/m) (d*/dr'?) + U, ("] R=ER; , (1)
donde
U, (0= h*/m 1A+ (Y2 + 4ma® (), (2)
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y ¢ estarestringidaa a< r £ ©, La funcién radial satisfacia ademds, la
condi cion:

Haciendo el cambio variable,

r=r+a (4)

la ecuacién (1) puede escribirse como

{-th*/m)@d*/dr®) +U; (0 + [U;(r+ta)-U;(N]}R;= ER,, (5

donde ahora r estien el intervalo 0<r<®, Asuvez de(3)y(4), R, ,

considerada como funcién de r satisface
R, 0) =0 (6)

Los eigenvalores E del problema (5), (6) son claromente idénticos alos
del problema (1), (3), pero la ventaja de la Gitima formulacion es que podemos con-
siderar, para a suficientemente pequenia, a los términos en el paréntesis cuadra-

do como una perturbacién., Desarrollamos el paréntesis cuadrado en potencias de

a y obtenemos

U, (r+a) = Uy () = a(dUy/ dr)

+(a%/2) (d* U /dr?) - o> %2 /m) 1(141) 4r+3a) o +a? L, ()
donde el Gltimo término de orden a° es el residuo del desarrolio.
De la conocida teoria de pva-.-n‘url:»:n':.i'::mesz y de (7), vemos que, hasta segun-

do orden, la energia toma la forma:
Ve

E=Ey  +ta / R,(N(dU,/dr)R,, () dr

+ o {55 jm R ; (r) (dZUt/drz) R ; (r) dr
O

<0

1 ST R, @U/AOR dr [T R, (dU /A0 R dr
o | ———————————— ___.“h..(s)
(Eﬂl _Epl)
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aonde E ,=tw(2n+1+ %)y R, () es la tuncién no perturbada del os-
cilador harménico tridimensional que satisface en todo el intervalo 0 < r< © o

ecuacion:
[ -6 /m)(d®/de?) +U(0 I R, = E R, (9)

y ademds, es cero en el origen.
En lo que se refiere a la funcién de onda perturbada R, (r), tenemos que,

hasta el primer orden en a, toma la forma
! o i 0
Rz (r)= Rﬂl (r) + Zp (E?Il_ Epl) [ fc Rﬂl (dUI/dr) Rpldl’] Rpl(r)- (]0)

Procederemos dhora a expresar tanto E como RI(I'), en una forma mas
apropiada. Hacemos notar en primer lugar, que si derivamos la ecuacién (9) con res-

pecto a r, multiplicamos por Rpl (r) y hacemos una integracién por partes, ob -

tenemos:

1o
J R, dU/dn) R, dr

= h¥/m)dR /dr) _, (dR_,/dn) _
+(E, -E ) | (dR,/dn R dr (1)

©

Introduciendo (11) en (10), vemos que
R; (N =R, N+ Z [f (d R, /dp) R ;dp] R (1)
+ (h? o/m) >:'P (E,;-E V' (dR,;/dn, o, (@R, /d0,_ R )+ (12

Aprovechando el hecho que las RPI (r) forman un sistema completo, esto es,que

SR, (A R,0=238(r=p) , (13)
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podemos escribir

2, [J @R, /dpIR,; (0 dp] R, ()= @R, /d) . (14)

I :
Sabemos ' tombién que (d an/d r)r co T 0 sil £0, yporlo tanto, el Gltimo
termino en (12) es solo de interés enel caso 7 = 0. Esto indica que los efectos
de perturbacién solo se hacen sentir en laonda § y suprimiendo el indice [ ,

tenemos que (12) toma la forma

R (r) = R” (r}) + a(d Rﬁ/dr)
thia/m) Z (E,-E )" (dR,/dn, _ (@R /dr) _ R (1) +.. (140)

Teniendo en cuenta que solo conservamos términos hasta primer orden en g,

podemos reemplazar el primer renglén en (13) por
R (r) ta(dR /dr) = R (r+a) ) (14b)

Mostraremos en la siguiente seccién que la solucién exacta del problema (1), (3)
es equivalente a (14) hasta términos de primer orden en a.
Pasemos ahora a la energia E . Hacemos la sustitucién (11) en el segun-

do término dentro de la llave {} en (8), y obtenemos

2 (Enl - E

: " /) (d R,y /dn), (@R, /d0, [ [ R,y (d Uydn) R, o]

pl

+3 [ [ (dR,/dn) Rodel [J R, @Uy/dNR, de] (19

o

a su vez, aplicando (13), vemos que el segundo término de (15) toma la forma:

7 AR} /dD) (dU/dn dr (16)

P
o

Pero (16), combinado con el primer término dentro de la llave {} en-(8), lo cance-
la por las condiciones a la fronteraen r= 0. De aqui que la contribucién de se-

gundo orden de la energia quede reducida al primer término en (15).
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De nuevo vemos que la contribucién de segundo orden a la energia existe

solopara /=0, y suprimiendo el indice I , y utilizando (23]), obtenemos
- 2 2
E=E +tha/m) [dR,/dn) _ ]

+5, {th%a/m) (€, - E )"  (dR,/d), . @R /dn), _ [ [ R (dU/d0)R,dr] ),
(17)

Adn es de interés dar otra forma a la contribucién de 20, orden a la energia
dada por el Gitimo término de (17). Aplicando de nuevo la relacion (11), vemos que

el Gltimo término de (17) toma la forma
s {th*a/m? (E, -E)"' [(dR,/dr) _ (AR /dr),_ 17
+hia®/m) S (dR,/dr),_ @R /A0, _ [ [ @R,/d) R dr] . (19
o

El segundo término en (18) puede escribirse:

2, [WR/dn), _, [ R, () dR,/dp)dp]

d o
={':T}" fo [Z R (DR, () ] (dR /dp) dp},zo

2 2 _ 19
- (d*R, /dr®) . =0 (19)
De aqui se concluye que la energia E puede también expresarse como
E=E *+ th®a/m) [(d Rn/dr),=n ] °
’ . . 2
+5 thia/m’ (E, - E)" [(dR,/dn), _ (d R /dn), 2] +ee  (20)

En la siguiente seccion procederemos a discutir la solucién exacta del prob-

lema (1) y (3). Una vez obtenida esta solucién, indicaremos en la seccion 1lI, co-

mo la energia dada por (17) equivale a la de la solucion exacta tomada hasta segun-

' id ia hasta segundo
do orden. Finalmente, en la seccién IV mosiraremos que la energia hasta seg
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orden, es equivalente a la debida a un potencial & de intensidad 47 (h%a/m).

I1. SOLUCION EXACTA DEL PROBLEMA DE UN CSCILADOR
HARMONICO CON CENTRO REPULSIVO

Para resolver el problema del oscilador harménico con un centro repulsivo,
debemos encontrar la solucién de la ecuacion (1) con la condicién a la frontera (3).
Como se ha mostrado en |la seccion anterior, hasta segqundo orden en a, solo tie-

ne efecto el centro repulsivo en laonda S . Restringiéndonos a /=0, e intro-

duciendo la variable

z2 = (mcu/‘h)%r' , (21)

la ecuacién {1) toma la forma

{(d%/dz}) + [Qv+3) -3 22 ]}R(@) =0, (22)
donde
E-hw (20 + 3) . (23)

Tenemos ademds, la condicién a la frontera (2) que nos da

R(a)=0: a=(mwA)ia . (24)

Si no existiera el centro repulsivo, (24) se reduciria a la condicién R(0) =0
y entonces v =n, donde n cualquier entero, ya que los polinomios de Hermite
de orden non son cero en el ori'gon:. Para a# 0 necesitamos encontrar una so-
lucién de (22) que tiendaa 0 si z —®, y que ademas, satisfaga (24). Es bien
sabido que las soluciones de (22) con la propiedad apropiada cuando z ~+®©, son

las funciones del cilindro parabélico, y por lo tanto,

\ ADa s (z) si agzL ®
R(r)= o y 0<z<m'
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donde A _, @S una constante aorbitroria.

La funcién del cilindro parabslicc D, 4, (2) puede expresarse en tér -

minos de las funciones confluentes hipergeométricas F (a,b,x) bajo la forma >

r

D,y (0) = 2" % exp (~22/8) {[T (/T (=) F(=v=-75,5,%)

2772

F2/N2) [T (=2)/T(-v-3) 1 F(-v,4,22)} , (26)

donde

F(q,b,x)=1+g_%+%g_};_ §22T+ (27)
Se tiene ademds, que”

lim D, ,, (z) —~exp(-z2/4) 2°¥*"' (28)

z —+©

y por lo tanto, se satisface la condicional @®

Los eigenvalores del problemo serén aquellos valores de ¥ para los cuo-

D,,,,(a)=0 X (29)

Esta ecuacion puede resolverse numéricamente paro cuclquier valor a , pero es
de gran interés suponer que a es pequeiio, y de que puede resolverse por un mé-

todo de perturbaciones, En efecto, si

v=ntav,ta v, * ., (30)
podemos sustituir este valor en (29), y de (26) tenemos una serie en potencias de
a que debe ser idénticomente nula, i quecemos que (29) se satistaga, tenemos
que igualar o 0 a los cosficientes de cada una de los potencias de a vy obte-
nemos 1,V s otcC.

Tenemos que hacer notar en primer lugar, que [(ev) = ['(~n) =@
si a = 0, y que es conveniente vtilizar la relocion bien conocida enire funcio -

nes' [ pora escribir
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(T (=] ' =emsenm) T (1+2)=(-D"*"' 7' sen[7(av, ta’v,) ]

r(n+1+avl+a2v2) o (1)

Esta Gltima relacidn indica que el primer término en (26) ya es del orden de «a ,

y que por tanto, hasta términos de segundo orden en a inclusive, podemos escri-

bir

N

v

I (%) (- %)
» = |t e 1 . (32
Zv-l-l(a-) {F (= 7) \I'Q'I"(-v- \ ] (32)

Utilizando lo relacién (31), asi como una similarpara [ (=v = %), y conser -

» * z »
vando términos hasta a” inclusive, obtenemos

D,.,, () ¥ 2" (I (1) (D" *' (av, +av,) nl [T+ () av, )

=D (VT (=5 [@2a+)) W 2" [T ($) 4T (3 av,] )
(33)

Tomando en cuenta que“

C(Y)y=(m)% , P(-1)=-2(m)*
(r)/TM] =¢yM=-C, [F(3)/T(3]=y¢(3)==-C-2In2,

C = 0.5772 ... (constante de Euler), (34)
obtenemos, al agrupar términos,
D, (@25 (=1 (m% (aly, nl=(Zm 27 (2n+1) 1]
ta [y, nl=Cnl(v)? +({2Zr 2"y ' (C+2m2) v,] +.. } . (35)

Para satisfacer la condicién a la frontera (29), tenemos que igualara 0
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los coeficientes de las potencias de a y en esta forma obtenemos

v, = [Z7al2"]"' 20+, (36)
v, = = (2In2) v3 : (37)

De (23), la energia perturbada toma la forma
E=fw [Q2n+3)+2(av,) -4In2(ay)? +..1, (38

donde a y v, estan dados por (24) y (36) respectivamente.
La funcién R (r') de (25) debe estar normalizadq, y pﬁra ello necesitamos
la A, apropiada. Aprovechando la ecuacién (22) y una similar para ' , asi

como la condiciéon a la frontera (29), vemos que

DZV"H (a) [d th,+|/dz]z=a= 2(1"-7-") L D2v+l (2) sz'+| (z)dz, (39)

Dividiendo por 2(v —=v') y tomando el limite v’ —v, obtenemos

/"D, @] dz=-4(2D,,,, @/3v][3D,,,,(a)/2al.40)

&

De la condicién (29) tenemos sin embargo, que
[3D,,,,(a)/3a] da+t+[ 3D, ,, (@)/dv] dv=0, (41)
y de (41) y (40) podemos escribir finaimente,

[°(D,,, 1% d2= +(@v/da)' [3D,,,, @/3al® . @)

o 2

De (42) vemos que, si la normalizacién se efectia respecto a la variable ' =

- (mw/hY %z , laconstonte A, de (25) toma el valor

A = [3D,,,,(@/3d"" 2 @vMa)i (mo/R* . (44)
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En el caso particular en que a= 0 , vemos de (30) que (dv/da) = vV, , Y por

lo tanto,

A = [(dD, ,./dn _. 17" @u) i (mw/m)* . (45)

n

De aqui que la funcién normalizada R (r) tiene la propiedad

(dR /dn __ = (2v)% (ma/h)*> (46)

lo cual estd de acuerdo con las formas explicitas para Rn(r) dadas por Thie -
bergﬁfsi
Para poder comparar la funcién R {r') normalizada de (25), con la solu -

cién (13) del método de perturbaciones, procedemos primero o desarrollar R (r')

en términos de las funciones RP (r' ) que satisfacen la ecuacién (9), obteniendo

R{r') = E [Im R (r) RP (r) dr] Rp (r') . (47)
p=o0 ©

La integral en (47) puede obtenerse de las ecuaciones (9) y (22), y de la condicién

a la frontera (29), bajo la forma

[PR MR dr=h¥/m) (E-E)" R () @RAN ., , (48)

a

donde
E=hw(v+3), E = hw(2p+3) : (49)

Si nos resfringimos a términos de primer orden en a , podemos escribir Rp(a) =

N

=~ a (d Rp/d r) .« Paralos otros factores tenemos que tomar la aproximacion de
0 , estoes, (dR/dr) __ ~ (d Rn/dr)o y VvV =p 2> n-p , exceptoen el co-
soque p=n, donde v—=p>¥av,. Con estas suposiciones, y utilizando (46),

vemos que

R(r') R, (') + 2. (6% a/m) (E, = E ) '(d R, /dn), _ (R /dr), _ JR ("), (50)
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'

donde el en la suma indica que se excluye el término p = n.

Si hacemos ahora la transformacion r' = r +a, vemos que hasta primer
orden en a , la solucién exacta (50) coincide con oquella obtenida en (14a) vy
(14b) por el método de perturbaciones de la seccion anterior.

En la siguiente seccién discutiremos la energia de perturbacion a segundo

orden, y su comparacidn con lo obtenida de [a solucién exacta,

IIl. LA ENERGIA DE PERTUSACION A SEGUNDO CRDEN

La correccién a los niveles de energia debida a la presencia del centro re -

pulsivo de alcance a , esta dada por la expresién (17), y de alli vemos que la

correccion de segundo orden puede escribirse

£ =a [ R () (dU/dR) [, (h*a/m) (B, -E,)"' (dR,/dn), -, (dR/dN) _

Rp(r)] dr . (51)

Comparando el término dentro del paréntesis cuadrado en (51), con la suma que a -

parece en (50), vemos que son idénticas si reemplazamos ' por r en (30), de

E(z)

aqui que tome la forma

£ =a [ R (N(dU/dn [R(M-R (] dn (52

Aprovechando el hecho que R (r) satisface (22) en el intervalo ar< © , vy
que es ceroen 0< r< a, podemos construir una relacién similar a (11) para ob-

tener
E(*) = (h®o/m) dR_/dr) _ _(dR/dr) _

+a(E ~E) [ (dR/d)Rdr=(h’a/m) [ @R, /d0 _ 17 . (59
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a - " il . 2
En la expresiéon anterior debemos de conservar solo términos de orden a” , y co-

mo
a(E -E)=-2hwa(v=n)~ [ -2fwmw/Miv,]a® , (54

va es del ordende a’, la R dentro de la integral debe tomarse como R =

=R_ (r), lo que hace que la integral sea 0 por la condicion a la frontera R (0)=

=0 . Por otro lado tenemos que

2
d R'_I 3} d Rn . d R a4 un. (55
dr Jr=a dr r=o drz r=o

y de la ecuacién (9) vemos que el segundo término es 0 . Podemos pues escribir

£ = thPa/m) [(dR/N), - 12 {[WdR/dN, ., 17" [(d RAdr), _ 1=1}. (56)

Del valor (44) de la constante de normalizacién A vy de la relacién (46), obtene -

mos

£ o 2v,0) { V]2 dyda)i-1) . (57)
Teniendo en cuenta la forma (30) de v , obtenemos finalmente
E(®) - hw2 v, o : (58)

La energia de perturbacién de primer orden E(Y  esté dada por el segun-

do término de (17), y utilizando (46) obtenemos
ECY - hw (2v,a) : (59)

La energia total asociada al n - esimo nivel toma entonces la forma

E=fw(2n+l) +ho 2v,a) +hw (2v,a”) =hw 2v+1) ,  (60)
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donde v estd definida por (30), y vemos que coincide enteramente con la ener -
gia obtenida directamente de la solucién exacta.

El andlisis desarrollado en esta seccion y la anterior, muestra pues que
hasta segundo orden, los métodos de perturbacién con los potenciales trasladados
nos dan el mismo resultado que la solucién del problema con la condicién en la
frontera  r= a, tanto en lo que se refiere a la funcién de onda, como a los nive-
les de energia. En la siguiente seccién comparamos los resultados obtenidos con

los potenciales transladados con los de un potencial delta equivalente,

IV. EQUIVALENCIA HASTA SEGUNDO ORDEN ENTRE UN CENTRO
REPULSIVO Y UN POTENCIAL DELTA

En I mostramos que hasta primer orden, un centro repulsivo de alcance a

es equivalente a un potencial delta de la forma
47 th“a/m) & () , (61)

y veremos ahora que esta equivalencia se conserva hasta segundo orden,

Hacemos notar en primer lugar, que los elementos de matriz de & (r) , que
corresponden a estados con momento angular / # 0, se anulan ya que las funcio -
nes radiales y sus derivadas son cero en el origen. Podemos pues restringir ladis-
cusion a estados con [/ = 0. Para un potencial comidn del tipo de un oscilador har-

ménico, la ecuacién de onda tiene la forma
[ ~th%/m) VYt gmalr® Yytdnth’a/m)S(NY) =EY . (62)

Si Y corresponde a ondas S , podemos expresar 5 (r) en coordenadas esfé-

ricas

S =[r’sen8] 8(r) §(6) & (o) , (63)
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e integrar sobre el angulo sélido para obtener que R (r) =r ), satisface lae -

cuacijon
[ =th*/m) (d%/dr®) + T me®r? +th2a/m 2 8] RM)=ER(®). (64)

Si consideramos el (itimo término en el paréntesis cuadrado como una perturbacién,

tendremos que los elementos de matriz formados con las funciones R (r), Rp (r),

discutidas en las secciones anteriores, toman la forma

o

J 'R [th*a/m) 8(n] ('R )dr = th*a/m) (d R /dr) _ (R /dv)

O r=— o =

(65)

Si consideramos ahora la energia de perturbacion hasta segundo orden asociada con
el potencial zﬁ/m) 28 (r), vemos que nos da precisamente el valor (20).
Por lo tanto, hasta segundo orden,el efecto de un centro repulsivo de alcance a
es equivalente al del potencial (61).

En el presente trabajo hemos supuesto un potencial del tipo de oscilador
harménico con un centro repulsivo. Si examinamos con detalle el analisis, vemos
sin embargo, que la equivalencia hasta sequndo orden entre el efecto de un centro
repulsivo y el potencial (61), es independiente del tipo del potencial comin que se
considere. De aqui pues que, por lo menos hasta segundo orden, el método de tras-
lacién r' = r +a empleado para obtener el potencial equivalente, dé los mismos

resultados que el método de Huang y Yang para obtener el efecto de un centro re-

pulsivo en la interaccién entre particulas libres,
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