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RESUMEN

Darlington’s potential analogues ' combined with some integral
equations techniques of potential tbeoryz provide powerfull methods for the
study of transfer functions of linear systems, For example, Bode’s well known
relations between the real and imaginary part of a transfer fnnctiona and Cerri-

lo's integral descriptionsqresult with particular ease as a consequence of more
general properties. In this paper some further consequences of the theory are
considered, in particular certain automorphisms of the distribution functions.
It is shown how considerations of such automorphisms provide simple methods

for the construction of adequate distributions,
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I. INTRODUCCION

Se va a considerar la descripciéon de un sistema fisico lineal por

medio de una funcién transferente F(s) de la frecuencia compleja s=o+tiw;

es decir, F(s) es la funcién que permite obtener la respuesta g(s) del

sistema correspondiente a una excitacion f(s) bajo la forma

g(s) = F(s) f(s) (1)

y es en particular la respuesta misma cuando la excitacién es un impulso uni-

dad f(s) =1 . Si se supone F descompuesta en sus partes real e imaginaria:
F(s)=u(o,w) +iv(o,w) (2)

en toda region del plano s en que F sea analitica, v y v son harméni-
cas y conjugadas una de otra, ‘Esta circunstancia, que permite aplicar au y v
los métodos desarrollados en relacién con la teoria del potencial, es la base
en que se apoya el bien conocido método de Darlington ' para producir funciones
transferentes con caracteristicas dadas, utilizando la llamada ‘‘analogia poten-
cial’’e En este trabajo se va a emplear la analogia potencial bajo un punto de
vista diferente,

Por conveniencia del lector mencionaremos aqui algunos resulta-
dos de la teoria del potencial que serdn de gran utilidad en nuestro trabajo sub-

secuente,

Sea C unacurva del plano s, P = (0, ,w,) un punto arbitro-
riode C, sg=o0,tiw,, vy

Oo=0,() wy= w, ()

(3)

0<17 s,
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las ecuaciones parametricas de la curva, equivalentes a
so - So (l) (3'3)

Se hacen las siguientes suposiciones:

i) La curva es cerrada:
o (0) = O, (lo) W g (0) = Wy (lo) . (3b)

ii) La curva es de clase C'’, es decir o, y w, son continuas y tienen
primeras y segundas derivadas continuas,

iii) C no tiene puntos moiltiples,

iv) Existe un entero positivo m tal que toda recta paralela a los ejes corta

la curva a lo mds en m puntos.

Se designara por 1 el interior abierto
de la regién encerrada por C; 1 denotard
en cambio la cerradura de I, es decir, I
completado con su frontera C (Fig. 1).

n es la normal interiora C, s un pun-

C to interior arbitrario,
t=V (0=-0,)2 +(w-wy)?=|s-s,]
(4)
S0 la longitud del vector s - s, y a el
Fig. | angulo que forma s -s, con la normal

interior, Es conveniente ademds usar como parametro ! la longitud de la
curva contada a partir de algin punto fijo de la misma; I, es entonces la longi-

fUd 'Qtﬂl dﬁ C *

Sea ahora u (/) una funcién continua definida sobre C pero

por lo demds arbitraria y considerese la integral

/ Blogl o 1 (1) cos a
u(o-,w)=fpm <29 45 T INT
n 0 r
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La funcién v (o, w) definida por esta integral es harménica en
todos los puntos {(0,w) que no estinen C . Es el potencial de una doble
capa, es decir, el potencial de una distribucion continua de dipolos con densi-
dad u(l) vy cuya direccién coincide con la normal interior. Es conveniente
recordar algunas propiedades de (5) (ver referencia (4)). Si s, es un punto
de C, sedesignapor u(o,,w,) ellimitede u(o,w) cuando (o,w)-*(c,,w )
a lo largo de la curva C y se define este limite como el velorde u en los
puntfos s, de C . Entonces v, (o,,0,) denota el limite de u(o, w)
cuando (o, w) ~(o,,w,) siendo ahora (0, w) un punto interior y u, (o, ,@))
es el limite correspondiente cuando (0, w) — (0,,w,) moviéndose del exte-

* " » - - - . 4
rior. Entre estos fres [imites existen las relaciones siguientes:

v, yw) = uloy),w) +mu ()

(6)

u.(cr,,w;)=u oy, =mu(l) '

y por tanto u (0,w) muestra, cuando se cruza la curva, una discontinuidad

finita de valor

y, (o, w)=v, (o, @) = 2rp (1)) , (7}
pero su derivada normal es en cambio continua:

Bui du, (8)
an dn

Estas propiedades pueden aplicarse para la solucién dei problema

de Dirichlet, Si se dan:

1) Una curva cerrada C con las propiedades i) a iv)
2) Una funcién ¢ = ¢ (1) continva sobre C para 0 <7 < I vy uni-

forme sobre C:

68



$0) = Pl , 9)

y se requiere una funcién u (o, w) tal que

a) vufo,w) seaharménica en el interior I de C.

b) v, (g wg) = & () (10)

paratodo / en 0SS 7=, .
Se demuestra ' que la solucién v (o, w) del problema de Dirichlet

es precisamente (5) cuando u (1) es una solucién de la ecuacién integral

) o _
Ml = 2 - f K1) ppdl, (11)
7 0
cuyo kernel
K (Ilzi) = =z (]]ﬂ)
e

depende solamente de la curva C . En la figura 2 se ilustran las variables

pertinentes que intervienen en la construccion del kernel.

$,= So (I.)

50 = So (1)

Fig. 2

Se demuestra ademds que (11) tiene una solucién Gnica w () asi

que siempre es posible encontrar una distribucién sobre C que genere una
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funcién harménica v {0,w ) que se reduzca en C a valores dades ¢ (/).

La funcién conjugada a u (0, w), es decir v(o,w), se obtiene
sencillamente girando los dipolos 90° de modo que éstos queden orientados a lo
largo de C formando ahora una cadena dipolar. Se tendra

]

Lo 9 log = X
vio,w) = [ wu P f
0 LR 0

w (1) sen_a. d7 . (12)

r

v (o, w) es harménica en el interior de C, conjugadaa u {(o,w) y continua

en C:
V. (O'“wl)= Ve (O'l,wl)= v(o‘“wl) (13)

para todos los puntos s, de C.

II. LA FUNCION COMPLEJA DE UNA DOBLE CAPA

_as funciones v {o,w) y v (0,w) pueden combinarse en una fun =

cion compleja

Lo :
F(s)=vlo,w) tivic,w)= [ cos atisena w(l)dl=
0 r
!0 (a
= [ 2 pwde : (14)
0 r

conviene ahora transformar el integrando de 1a manera siguiente:
En la figura3, s, esunpuntode C, n eslanormal, t Ila
tangente a C en s,, o es ladireccién del ejereal y s un punto inte-

riora C. Puestoque a= 0« &, (14) puede escribirse como

‘e %47
F(s)= [ pw@ &9 : (14a)
0

relf
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Fig. 3
pero siendo ds, = do, + idw, serd entonces ds,| =dl y ds, =
i(8-%) . 1.
= e'( 2" 4] =~1e'®dl , de donde e'3d1=-_:|._ ds, .
|
Por otra parte rel?=s - sy« Substituyendo estos valores en (14a)
resulta
(])ds
F(s)= 1 § 17 %°0 , (14b)
. Sy~ S

ademds, a lo largode lacurva, s =s, () y I=1I(s,).

Comviene hacer

fsg)=2mpu @ =2mp [1(sy)]

(15)
| ]
= ___ ¢ = _-_ f l ,
con lo cual (14b) se escribe

f d
F(s)= ' § (5o 95, : (16)

2 i c -

0
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La distribucién .(l) permite pues, mediante la ecuacion de la
curva, definir una funcién f (s,) sobre la curva, Esta funcién puede ahora pro-
longarse analiticamente fuera de la curva y considerarse como una funcién f (s)
de la variable compleja s . Para ello basta, de la ecvacién de la curva obte-
ner [ =1 (s, , substituir, de acuerdo con (15), I (s,) por I en u(d)
obteniéndose asi f(s,)=27u [/(sy)] . La prolongacién analitica es enton-
ces f(s).

La funcién f (s) asi obtenida tiene la propiedad de hacerse real

sobre la curva C, es decir
Imf(s)=0 si se C , (17)

y se hace iguala 27 (!)) enlos puntos s, () de C,
lLa ecuacién (16) tiene la forma tipica de una integral de Cauchy.

Si f(s) fuera analitica en [ de (16) podria concluirse
F(s)=f(s) Flsg)=Fls) (18)

pero si f (s) no es analitica en T, serd F (s) £ f (s).
Por ofra parte, si se da un conjunto de valores ¢ () sobre la cur-
vay u(l) se toma como solucién de (11), la funcién F (s) dada por (16)

es la funcién analitica en 1 cuya porte real se haceiguala & () en C.

IIl. LAS ECUACIONES DE BODE*

Como un ejemplo sencillo de aplicacion, témese como C el eje
imaginario o= 0 cuyo interior se va a considerar como el semiplano derecho.

Con referencia a la Fig. 2 se ve que eneste caso s, =iw, , s, =iw, ,

r= |w,~w,] y a=90° Serdentonces K (/,1,) = 5% -0, Lo
mr

ecuacién integral (11) da:
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L= 20
Y14

’

y siendo ahora ¢ (I) = u (o,w), se podra escribir

p(w)= vio,@) (19)
T
ulo,w)= lim v (o,w)
oo +
en (5) sera ahora
Cos a@ = _O; =___......_L.___._..._. dl= dco'
r rZ 0,2 +(w_wr)2
y por lo tanto,
&0 0 ’
o) = [ pi@) €58 dora 1 TUl@) 20
- 0 ¥ 7T_m O_2+(w_w:)2

(0> o)

que es la bien conocida expresién que relaciona la parte real de una funcién
transferente en R_ s > o a los valores que toma en el eje w . En las

mismas condiciones

sena _ w =-w
r o +(w=w')?
la ecuacidn (12) de:
© . ’ } )
vio,w)==_1 [ lo=w)ulo,w) 4. , (21)

LU t:'r2+(4:a-<:¢.>")2

(o 2 o)
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y finalmente, puesto que f (s ))=f(i ') =27y (&)= 2vu(o,w'), ds,= ido’,

s=s,=0+1i(w=w') de(16), se obtiene

0

F(s)= L [ ylo,w)da’ (22)
T.w o+ti (w = ')
Res < o
considerando la funcion
i F(s)==v(o,0) tiulo,0w) , (23)

cuya parte real es - v, se obtienen las relaciones inversas

vio,)=_1 [ _ovie,®) 4. (24)

77-03 0'2""(&)‘@’)2

vio,w)= L [ @=@) v(,e) 4, (25)
7Moo o_2+(w_wl)2
F (s) = i [ Y (O'C.d’)i‘f'i_ (26)
T

0
v(o,w):-_]_ i u (o, ') dw'’
- W =
(27)
@ !
u(o,w):..l ] vio, @) 4o ,
- @0 w =’
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que son las conocidas expresiones que relacionan uv y v como transformadas

de Hilbert,

IV. LAS ECUACIONES DE CERRILLO"

Si se toma dhora como C larecta Res =7y, haciendo s,= ¥y +iA,

como el kernel K (/,7/,) se anula para una recta, serd

mw(l)=pn(N)= u (¥, N

T
(28)
f(sy)=2uv(y,A\) ds, =idA
obteniendose ahora de (16):
o
F(s)= 1 [ vA) gy (29)
T .o S=Y=iA

si F(s) esreal cuondo s esreal, F (s")=F(s)" y v (v, A) = v {y,-A)

es paren A, (29) se transforma en

F(s)=2(s=-7 [ _vA 4x (30
T7r 0 (5_7)2 +}\.2

que es la forma empleada por Cerrillo en la investigacion de problemas de exis -

tencia en sintesis de circuitos. Semejantemente haciendo

O(s)= log F (s) =a (o,w) +i Bo, w) ) (31)

la funcion de propagacién & (s) podré expresarse como
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o(s)= 2= [ _alwM o (32)
i 0 (s=y) +A
de donde resulta:
2 (s - > (v, A
F(s)= exp { ____Ef___?./l | (7 )7 d\} . (33)
m 0 (s-'y)z*l-)\,

V. UNA FORMULACION GENERAL

Er los dos parrafos anteriores se ha mostrado como, la expresion
de la funcion transferente depende de una soluciéon adecuada de la ecuacion
integral (11). Nos proponemos chora generalizar estos resultados tratando de
resolver esta ecuacién integral de una manera practica y constructiva,

Para este proposito considérese la integral

| d
W)= > Flsg) ds. (34)
71 50"'5
con s,=8,() y 1=1(s,)
f(sy) =2mp [I(sy) ] : (34aq)

Si s es un punto cualquiera del plano que no pertenece a C,
substituyendo este valor de s en el integrando de (34) y efectuando la inte-
graciéon a lo largo de C , se obtiene un valor que hemos designado por W (s).
La integral define pues la funcién W (s) para todos los puntos sel y todos

los secE, siendo E laregién del plano exteriora C, excluyendo C mis-

ma. Podremos escribir
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W. (s) para scl

W (s) = (35)
We (s) para sckE

con

Wi (s) = U, (o, w) + 1 v, (o, w)

. (36)
W_(s)=u, (o,w) +iv/(o,w)
Si introducimos las definiciones
W (s,) = lim. int. W (s)
S—S,
(37)
W'B (so) = |lim. ext. Wa(s) ,
s s,

en donde s, € C y los limites se calculan cuando s —s, del lado interior
y del lado exterior d¢ C respectivamente, conviniendo en llamar W.(s,) vy
W, (s;) los valores de W. (s) y W_(s) enlacurva C, podemos consi-
derar la funcién W, (s) definida para todos los s el y W_ (s) definida
para todos los s ¢ E. Claramente W. (s) no estd definidaen E vy We(s)

no loestaen [. Podemos, sin embargo, introducir las funciones

Wi (s) para s el
W, (s) = (38)
0 para s ek

0 para s € |

W_(s) = ) (39)
- WB (s) para s € E
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serd entonces

Wi(s)=W_(s)=W_(s) (40)

para todos los s € C. Es ademds evidente que W. y W_  son analiticas en
sus recintos de difinicion.
Si suponemos que C encierra al origen, para puntos s €l tales

que fsl - o , podemos escribir

i 1 S s’
= + — + +lllrl
So~S So s:‘; sg
y haciendo
i f (s
f — § ( 0) Hdsn (4])
n 2 77 i g N
0
n = ], 2, 3, ¢ e o
se obtiene de {34):
Wi (3)=f| +fzs+f352 T e o oo (42)
cvando s€E y |s| »®,
] ] S, s:
so-s — "";' 53 53 a o & @
definiendo
] N
f_n= - 5 _c{ sf f(sy)ds, (43)

n=0,l,2,3,.---
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resulta

W(S)=___+._.....l__ +.__..E_..+ ® o 8 2 (44)

Ahora bien: la funcién Wi (s) que ha sido definida mediante la
integral (34) para puntos s e I . puede prolongarse analiticomente fuera de C
en la region exteriore De modo andlogo, la funcién W, (s) definida por la

integral en s € E puede prolongarse analiticamente hacia el interior. Llama-

remos
~, (s) = cont. anal. Wi (s)
(45)
F_(s) = cont. anal. { - W, (s) }
obviamente
F,(s)=W,_(s) = W, (s) para s Ei-
(46)

F (s) = W_(s) = -W, (s) para s € E

es analiticaen [, F  es analiticoen E,

por otra parte, es claro que F

Sin embargo, en general F_ tendrd singularidades en E y F_ las tendra
en I, amenos que se redujeran a constantes.
Para los puntos s, ¢ C hemos definido W. ,W_,F,_ y F  yo

sea por un limite o por continuacion analitica, Hagamos ahora

1 d
W, (s) = p g 895

2 77 s

(47)

0™ 3

(s, € C)

entonces, en virtud de las relaciones (6), recordando que f(s,) = 2 ;. (/), se
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tendra:

W, (s))=W_(s,))=F_(s)) =W, (s,) + V2 f(s,)
(48)
W (sg)==W (sg)==F_(sg)=W, (sp))=-"2f(sy) ,

de donde resulta

Wi (s‘_.‘,,)--W‘IB (sg) = W, (sg) + W_ (sg) = F (sg) tF_(sy) = f(s,) , (49)

por otra parte, recordando que la discontinuidad sélo acurre en la parte real y que

f (s) se hacereal en C, resulta

u. (Ogrwo) = ulog,wg) +mmu ()

u_ {og,wq) = ulog,wgo) = ()
(50)

v, (cro,cuo) = v, (0g,wq)

u. (O‘O,OJO) -y, (o*u,cuo) = 2 T L (1)

cuando og=0, () , wy=wy (D y p ()= 7 f(s,) «

Puesto que F_(s) , F_(s) y f(s) son continuaciones analiti -

casde F_(s;)) , F_{sy) y f(s,) respectivamente, de (49) se obtiene:

f(s)=F, (s) +F_{(s) (51)

y tambien, puesto que

W, (s)= Yo [ F (sg)-F. (s ] (52a)

debera ser

80



W, (s)= /2 [ F_(s)=F_(s)] (52)

Podemos verificar estos resultados de la manera siguiente: las fun -

ciones W, y W_ pueden expresarse por medio del teorema de Cauchy en la for-

ma:
] W, (s.) ] W. (s.)
W = Y9 ds, = i "0 4
+ () EF $ rp— S0 T ¢ sg- s So
(53)
-1 W 1 W
W_(s) = I (so.)_ dsy = 0 ¢ - 50 ds,
77 i Sg= S 2 7§ S, = S
asi que
| W. (su)-W (s,)
W(s)=W_(s)-W_(s) = > é sn__:s__ﬂ dso“_'
] f d
. g Tsdds, (54)
2 97 Sy~ S

que es precisamente la definicion de partida,

VI. SOLUCION DE LA ECUACION INTEGRAL

Yeremos ahora cémo, los resultados obtenidos en el pdarrafo anterior
nos permiten resolver la ecuacién integral (11).

l.as ecuaciones de la curva C pueden escribirse como:

S = so(l) = T, (1) + i w,y () 55
I =1 (s)
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considerando a ! en general come una variable compleja.

La funcion [ = [ (s) tiene la propiedad de hacerse real cvando s = s,

es un puntode C .

Por otra parte, la dependencia funcional entfre [ y s determina
un mapeo conforme entre los planos [ y s . Puesto que [ (s) es real cuan-
do seC vyelpunto s describelacurva C cuando 05 7/<7,, sein-
fiere que [/ (s) mapea la curva C sobre el segmento (0,7,) del eje real
en el plano /. En general, s (/) seraperiddicayaque s (0)=s(l) vy
! (s) multiforme., Para nuestros propdsitos basta considerar una rama de la
funcién 1 (s) , digamos la que mapea C en (0,/,) . Esta transformacién
deberd mapear el interiorde C enlafaja 0<Rel<!I,, ImI>0 del plo-
no / yelexteriorde C enlafaja 0SRe/S/ , ImI<0, Llamaremos
estas fajas /(I) y [ (E) respectivamente.

Si un punta [ € l(I) se refleja sobre el segmento (0,/,), se
transforma en el punto -l’Ir = li €l (E), la imager] de 1/,

Por otra parte, hay un punto s = s (/) €I en el interiorde C que
corresponde a / y unpunto s (I*) = s (Zi) € E en el exterior que correspon-
de alaimagen [, = I* . Definimos este Gltimo punto como la reflexién s. de

s sobre C enelplanc s.
s;=s(L)=s() =0, M) +iw, M =0, () +iw, 1) (56)

puesto que 0, () y w, () son reales cuando s esreal. Asi pues,en
virtud de la correspondencia existente entre el plano s vy la faja 0 < Rel < !,
del plano 7, una transformacién puntual en esta Gltima induce una transforma-
cion correspondiente en el plano s, En particular, la transformacién del plano
S que corresponde a una reflexién sobre (0,/,), laimagende C, se ha de-

finido como “‘reflexién sobre C '’ . Las relaciones (56) implican

*

s. = Og (D) =iw, () (56a)
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y ademds, puesto que s = 0, (}) tiw, (), se tendra:

s+5: s--s:r
Og (}) = o — wy (D) = 5

3 (56b)

por otra parte, eliminando !/ de las ecuaciones de la curva se tendra una relacion

de |la forma

b (g, @g) = O , (57)

o . . - S - . L
lo cual implica que para una cierta regidn del plano [/ ~ deberd verificarse

g log (), wy(d) 1=0 | (57b)
y substituyendo (56b):
s + sf S - sf
y ' })=0 57
Wy ( —— ) , (57¢)
de esta relacién se obtiene
si = ¢(s) s. = ¢ (s) , (58)

que define la reflexién en el plano s respecto a C . A nosotros nos interesa

la transformacion s — ¢ (s) que manda cada punto s €l en la imagen conju -

*

gada s. 'y resulta de dos reflexiones: una reflexion sobre C, s —»s. seguide

-« - [ ] * » - -
de una reflexién sobre el eje real s, »s. . La primera operacién manda un

punto s del interior a uno s. del exterior. Sin embargo, si C es entero-
*

mente arbitraria, de s, € E  no se sigue que s, € E y por tanto, la transfor-

macién s = ¢ (s) no necesariamente transforma el interior en el exterior de C,

Para que esto ocurra, es decir, para que ¢ (s) € E cuando quiera que s ¢l

. f

!

es necesario y basta que E contenga con cadae punto s, su conjugada s, ,
!
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lo cual requiere que C sea simétrica respecto al eje real. Entonces, tanto
I como E se transforman en si mismos por conjugacién.

En lo que sigue supondremos que C es simétrica respecto al eje
real, Es de notarse que esta suposicion no implica ninguna restriccién verda-
dera en la discusién de funciones transferentes de sistemas fisicos reales, pues-
to que en tales, la parte real v (0, w) = v (o;w) es simétrica respecto al eje
real y la imaginaria v (0,w) = = v (0;w) es antisimétrica, asi que basta con-
siderarlas en un solo semiplano.

Con esta suposicién, la funcién 1/ en (51) deberd satisfacer ia rela-

cion.

'\b (Unr - wo) = ')b (o'orwo) = 0 ’ (59)

lo cual implica que ademds de (57¢), se cumple la relacién

[/j ( 4___5_________ ’ ; - ) = 0 ’ (59ﬂ)
de donde se sigue que
S= @ (ST) ’ (59[:))

pero como en virtud de (58), s: = ¢ (s) sera ahora

o[ @(s)] =s
(60)

es decir, que en este caso ¢ es su propia inversa. Ademds, de la realidad de

Y se infiere

X

'Ub (U::wg) = 0 ’ (6])
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por tanto,

* *
s t+s S = S,
i ’ ) = 0 6](1
v > T ) (61a)
de donde
s.= ¢ (s) (61b)

0 sea que ¢ ftransforma conjugados en conjugodos. En particular, la imagen de un

punto real es real,

Puesto que ¢ (s) determina una transformacidn biunivoca entre el

interior [ y el exterior E de C, debe haber un punto s_cl que sea la

imagen del punto s = © de E, para el cval deberd verificarse
¢ (s) = ® (62)
ademas s_= O debera ser real. La funcién <« (s) tiene pues un polo real

y solouvnoen | .
Sea ahora F (s) wuna funcidn analitica en | que se hace real para

s real. Entonces
Fis)=F(o)=u_ (63)
es real. Definimos:
Fo(s)=F()=F(s)=u=-u,  +iv=y tiv, (64)
F, esonaliticaen I ytieneunceroen s_

Por medio de la transformacién ¢ podemos definir una nueva fun -

cién F_(s) apartirde F_ mediante la relacién:

F.leo(s)] =F, (s) (66)
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y hacemos

F_(s)==vu,=iv, (66a)
por construccion, F_ toma en cada punto ¢ (s) € E el valorde F_ enscel
y es por tanto analiticaen E .

En la vecindad de S.
Fis)~ F(s)+(s=s_)F (s)
por tanto,
F,(s)~ (s=s_)F (s )
y puesto que s_ esunpolode ¢, enlavecindadde s_ serd
a
$ (s) ~ '
$ =5
C
o sed
a
S = SC' = E .
Entonces
a F' (s)
F.(@)=F,(s) ~ (s-s_)F (s )= ¢ -k
¢ ¢
es decir, cuando s — @ |
Fo(s) ~ k (67)

S

y posee un cero por lo menos de primer orden en ®© , Puesto que para puntos
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¢ (so) = s, (68)

se tendra:

F_ [ ¢ (50)] S F_ (S:)= '--ue (O'o,{do) +iva (O’O,Cdﬂ)=

=F,(sg) = v, (o, wg) +iv,(og,w)

Or

y por tanto

Uﬂ (Owo:wo) = = Ui (o—glwu)

(69)
v (05, wo) = v; (0, w,)
Hagase ahora
f(s)=F,(s) +F_(s) (70)
entonces
f(sg) = (u; +iv, =u=iv), =2y, (og,wg) =
=2 [ulog,wgy) = u,] (71)
se hacereal en C , Asi mismo
F,(s)=72 [ F, (s)-F_(s) ] (72)
Folsg)=iv, (og,wp) (73)

se hace imaginaria puraen C .
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a 4 *
Considerese ahora la integral:

] f(s,) ds i u, (0,,w,)
J= ___ .....__._______...._-o 0 — ! or 9 d =
2 77 '5 S, = S T ; Sy~ S S0
] F + F
- ' __( s__’E_)_._.._. F. : .°...) ds, (a)
2 77 Sy =S

paraunpunto s€l, como F_ esanaliticaen [, el contorno C puede

deformarse hasta rodear al punto s y por tanto,

] F, (s,

¢ —= ds, = F,(s) (b)

Como F_ es analitica fuera de C y se comporta en el infinito al

menos como k/s, el contorno C puede deformarse hasta convertirse en un

circulo'de radio R —® y serd por tanto

| F_(s,)
.- d =0
2] 4 So=$ >0 (<)
por tanto para s € |
] Tp,
J: — § UI ( 0 wO) dsn = F+ (5) - (d)
7t Sy~ S
1 F, (s
Para seE, ____ ¢ + 80 ds, =0 puesto que siendo
2 i S, = S
F, analiticaen 1, el contorno C puede contraerse hasta un punto.

1 F.(sg)
En cuanto a LT ¢ — (56

ds, , el contorno C puede
S,= S

88



completarse por un circulo en ®© de donde se sigue, ya que F_ es analitica

en la regidn incluida y el circulo en © no da contribucién ,

] F (s )
F_(s) = - -2 d
- () 271 § Sy~ S 7o
y enfonces,
] u. (o,,w,
J=__ ¢ ds,= = F_(s) (e)
7§ Sy~ §

para s € E . En resumen:

F, (s} para s el
° dso = (74)
-F_(s) para s€kE .

Ahora, para s €]

1 (O,,w,) =
F+(s)=F(5)—F(sc)= S— § _E_.....E......_.? UE.. dso =
71 50"'5
]
. v (o,, wp) dsy -2, '
TTi S,= S
de donde
| v (og, @,
F(s)= — ¢ ——_ds, =F(s_) (75)
7T} SD-S
(S €1 )ﬂ
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Puesto que F (s) puede expresarse como la integral sobre C de

una distribucidn 1 (/) que es solucién de la ecuacién integral (11), o bien en
la forma (34) con f(s ) =2 7w (I), de (75) se ve que

fsy) = 2(ulog,wplu_)=2mu ) (75a)

es la solucidon de la ecuacién integral, Esta solucidn esté dada por (70).

Vii. CONSTRUCCION DE LA SOLUCION

Prolongando analiticamente (75a) escribimos

f(s)=2(u(s)=u_ )=2mpu(s)=F,(s)+F_{s)

42 donde

S
w(s)= ' ¢ (76)

o sea: dada v (0,,w, sobre C ysiendo u(s) suprolongacién analitica
u (s), la ecuacién (76) proporciona una funcién w (s) que, sobre la curva C
se reduce a {0y, w,) = i () que resuelve la ecuacién integral.

Mas adn,siendo

[ F (s) + F_(s) ]

1
plsh= 5

(77)
ul(s)= 72 [ F, (s) +F_(s)] tu_

Considerando que bajo la tronsformacion s ~ ¢ (s), F, se tronsformaen F_
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) 4 ¢« Se sigue que

wu (s)

w oo (s)]
(78)

u [ @(s)] = u(s)

It

son invariantes bajo la transformaciéon ¢ . Esta, con la transformacién idénti-

ca forma un grupo (3 _ con elementos 1 y ¢ y latabla de multiplicacién

Gl T
1 ] P
¢ | ¢ |

(78) muestra entonces que u (s) y w (s) son automorfas respecto al grupo Qc.
En un trabajo posterior veremos que cuando el contorno C se forma por varios
arcos, el grupo Qc se complica.

Terminaremos ilustrando lo expuesto con un sencillo ejemplo: sea C

el circulo unidad con centro en el origen y sea

vy, )= N a una constante ,

(v +¢:;)2 %

siendo s,= Y + i A un punto del circuloy u (y,A) laparte real de una

funcion F (s) que $e busca,

la ecuacidon del circulo unidad es

Y = cos [

A= sen [

Se considera entonces
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s= el ]=-i log s

que mapea el circulo unidaden 0< 7 52 7 yelplano s en la fajc
0 S Rel £ 27 delplano /. Ahorg,

s, = s (17) = (cosl)* +i(senl)*

: ]
* . il
CP($)=Si=cosZ—:senl=e'=__

es la transformacidn correspondiente, Ademds
v = cos I = /3 (eiz +e'iz)= Va (s +l—)

A = I = __ (e~ A
>en 2i(e © 2 s

y substituyendo en u (7y,A), se obtiene que la prolongacién analitica es

s +2as +1

U(S)=l/2 . - e - '
as? +(1 +a?)s+a

y se puede verificar su invariancia bajo la fransformacion s — ! . &l pun-

S
to s_,imagen del ® , es el origen
(0) ]
"7 74
La funcion pertinente es
(a® - 1) s 1 ( a? 1 )
$) 0) = = - —
U() U() 202 52+‘]:|'025+'| 21‘]2 s ta S+]
1
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que debe ahora descomponerse en la suma de dos funciones: una analitica dentro,

otra analitica fuera del circulo, que se transforman una en otra por fa substitucién

s -1
s
] | ) ] |
Si a>1,7 - es analitica dentro, -7
s +a a(l+as)
lo es fuera, Esta Gltima se comporta cuande s = ® como - J y tiene
2a%s
por tanto el comportamiento correcto. Entonces
- 1 1/s
F_ (S) = = - _
a(l tas) a( ! +a)
s
F, (s) -
S} =
¥ a{s + a)
igualando:
- - ] | |
+ . + 2y = _ + - ) ,
a (s + a) a(l +as) c Q s +a a (1 +as)
resulta
]
u_= —
a
Finalmente |,
F (s) = F, (s) " |
) = s) + U — e -
* ¢ a((s + a) a s +a

Es interesante comparar este método con la evaluacién de la integral

de u(7y,A) sobre C
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