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RESUMEN

The usefulness of the shell model is greatly increased by the possibility,
recently developed by Moshinsky ’, of expressing two-nucleon matrix elements
directly in terms of Talmi integrals by means of transformation brackets connecting
the two-nucleon wave-functions with the centre-of-mass and relative coordinate
wave-functions. If n\, ny; 1,1, are the radial and angular momentum quantum
numbers of the two particles, moving in a common potentsal taken as that of the

barmonic oscillator, and N, L; n, | are the corresponding quantum numbers in

139



the centye-of-mass and relative coordinate representation, while A s the total

angular momenium, the transformation bracket is written as

<nIlNL, hl ﬂllz ,ﬁz lz A.)

For n,=n, = 0 a closed expression is given by (3) and (4) of the text, and in
Table 2 the numerical values of these particular trans formation brackets are given
Jor 1,£1,£6, 1£6, L 12. The values are grouped in 140 groups according to
the values of I,, 1, and N, which are given at the beginning of each group in the
first three columns in that order. The nexi four columns give the values of n, 1,
N, and L., arranged in speedometer order. The next column gives the value of
p=20+1+2N+ L (=1} +1,) forthe group, and the following column shows the
numerical value of the transformation bracket (nl,NL,A|01,,0/,\). In the last
column the number r of transformation brackets in the group is given at the end .
r is given by the relations (20} of the text.

The #ransformation brackets obey the orthonormality relation (17), so
that the sum of the squares of the values in each group should be 1. Tbhis bas
been checked for all 140 groups, as has the orthogonality of a number of pairs
of groups with equal p and X bus different | and 1, .

Due to the cumulation of rounding-off errors, the last decimal of the nume-
rical values in the tables may be in error by several units. The root-mean-square
deviation from the correct values, obtasned fram the normality check, is 2,9 unils
in the last decimal, so that the seventh decimal may be taken as correct in almost
all cases. A listis given (Table 1) of those groups for which the sum of the squa-
res differs by more than 5 x 10°% from 1. No rounding off by band was attempied.

Explicit formulae for the use of these transformation brackets in calcula -
ting shell-model matrix elements, as well as some supplementary tables, will be

found in another pdpers.

I. INTRODUCCION

Lo utilidad de! modelo de capas aumenta mucho si se pueden evaluar los
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elementos de matriz tonto para los niveles de energia como pora las transiciones

entre ellos. El célculo de estos elementos de matriz se simplifica considera-
blemente si se supone que el potencial comin en que se mueven los nucleones es
del tipo de oscilador arménico, ya que entonces los coeficientes de Slater que
resultan de la reduccién de los elementos de moatriz de las fuerzas de interac-
cién, se pueden expresar en términos de integrales de Talmi “*., Recientemen-
te Moshinsky:‘ e independientemente Goeppert-Mayer y Lawson" han mostrado
la posibilidad de expresar los elementos de matriz de dos nucleones directamen-
te en términos de integrales de Talmi mediante brackets de transformacién que
conectan la funcion de onda de dos nucleones con la funcién de onda expresada
en términos de las coordenados relativas y del centro de masa. Moshinsky”
(en lo que sigue este articulo se citard como M) obtuvo una expresion explicite

para estos brackers de fransformacién™.

[.a ecuacién (39) de M da una relacién de recurrencia de la forma si-

guiente:

(HZ,NL, Al ?1|+ Il|, ﬂzlz ',\> =

1
3,1° 2y e
{(n,+ 1) (n,+l,+-2-)} n'l'%\"L' [ @I,NL,Ap|=-r, |2’l',N'L’, Ap) x

x (WENL, Ny, ny "\>} (1)

Aqui  (nl, NL,A|nd,, nyl,,N) es el brashinsket; n, y n, son los nimeros
cudnticos radiales de las dos porticulas, /, y I, son los impulsos angulares
correspondientes; n y [ son los nimeros cudnticos del movimiento relativo,

N y L son los nimeros cuénticos del movimiento de! centro de masa;, A es el

impulso angular total, para el cual

L +1, = A =1l+1L

De acuerdo con la sugestion hechapor varios miembros del Instituto de 'F;SiCﬂ de ia U.N.
A.M., los brockets de tronsformocion se designaron como "‘Broshinskets’” en lo que sigue.
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r, es el radio vector de la primera particulo, que aparece porque lo regla de recy-
rrencia (1) aumenta n, en uno. El elemento de matriz que aparece en (1) se
puede expresor de manera muy sencilla en términos de coeficientes de Racah;

una listo completa de los términos posibles viene dada en la tabla 1 de M.

Mediante 1 a relacion (1) y su analogo para n, todos los brashinskets se

pueden reducir a los brashinskets @I NL,A[0/,,0/,,A\) con n,=n, = 0,

Los valores nimericos de estos estan dados por la expresion cerrada

(”LNerll ‘Ollp OIz,A) =

X

_‘ Lily! 20+ 1) (2L + 1) (m+ D '(N+L)! }-;-

(21) !(2l,)! Z*Lai2n+ 21+ 1).’N."I;’N + 2L + 1)!
(3

(=L N S [ ax e 1) AQL L, x) WL 1, iAx) )
X

en donde W es un coeficiente de Racah, mientras .1 estd definido por

AU LLLx) =

—__-____.._—_-.——_-——I——h——'———_-'__

[ (y+l+x+ 1)1 +i-x) !(I,+x-1)!]-£' [(12+L+x+1)!(}2;1,._,);”24.,,_“_; 5'.

(l+x=-1,)! (L+ x~1,)!
(4)
b (I+q-1
x £ {(— 1) (*a=h) (I+q-1)/ 1 y
9 l+q-~1 [+ -
( e l)J’( . q).' (g-x)!(g+x+1)!
2 2
(L+q-1,)! }
X
Jvach Lih-g),
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[Ecuaciones (3) y (4) de M].
En las sumas contenidas en (3) y (4) las variables x y g sobre las

cuales se suma estan restringidas por las relaciones

|1-0| <xg 1+, , |[L-L|<xgL+1, (5)
g2%x, I+q-1,20 , L+qg=-1>0 (6)
(l+q-1) par (7)

Ademas existe una restriccion sobre los valores posibles de », I, N, L, A.

L a energic del sistema de dos particulas debe ser la misma en las dos representa-

ciones, lo cual indica que

p=w (8)
en donde
p=2n+l+2N+ L (9)
Y
w=2n+1+2n, +1, (10)

- -~ - * . 'l »
Los valores posibles de A estdn limitados por la relacién ““triangular™

L=< Ag i+, [I-LISASI+L (11)

Férmulas explicitas para aplicar los brashinskets al cdlculo de elementos de ma-
triz para diferentes tipos de fuerzas entre las dos porticulas, estan en M. _ Algu-

) , . s
nas tablas suplementarias se daran en un articulo que se publicaré en otro lado .

En el presente trabojo se dan tablas numéricas de los brashinskets para #,=n,=0,
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calculadas mediante lo expresién (3).

II. METODO DE CALCULO

Para calcular los valores numéricos de los brashinskets (nl,NL \|07,,01,,))
se empled | a calculadora electronica IBM 650 del Centro Electrénico de Cdlculo
de la U.N.A,M, Los coeficientes de Racah que ocurren en la ecuacién (3) se pue-
den obtener de las tablas numéricas ya publicadas; pero estos coeficientes hu-
bieran debido perforarse manualmente en tarjetas |3M, proceso susceptible de
infroducir muchos errores dificiles de corregir., Por esta razén se prefirié in-
¢cluir una subrutina en el programa la cual permite calculor los coeficientes de
Racoh a medida de que se necesiten. Esto.permitié cierta simplificacion en la
expresion algebrdica para los brashinskets, ya que ciertos factoriales en la A se

cancelan contra otros en el coeficiente de Racah. Se obtiene asi

(i, NLA01,00,,A) = (=D L-A JE ¥ {G(x) 2(x) Z(x) ) (12)
X

311! (20+ D (2L + 1) (n+1)! (N+L) !

(21) 1(21,) ! 24 +L n!(2n+2l+1)!  NI(2N+2L+1) !

E

(I+ L= N {I=-L+A) ! (=I1+L+A) ! +L=-A) ! =L+ A) (=L +1,+A)!

X —
(I+ L+A+ 1) ! (L,+ 1, +A+1) !
(12a)

G(x) =(2x+1) (L, +l-x) ! (},=1l+x) ! (l,+L~x)! ()y—-L+x)! (120)

) (x) =

y 2(  (J+q-1) (I+y~-1)) !(_L+q-lz)!
q

l+aq=1 l+1, - L+g-=l, L+l,-
Mk By RA A ").f(q~xJ.r(q+x+1)!(———-—-5——-3)!( 270,
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Z (x) =

(Q+ L+l +l,+1-2)!

s{(G-n________ S -
z (l+ L-A=2!(l 41, ~A=2)I(l+ ]| —x~2) (L+ 1, ~x~2)!1zI(A+ x~ 1=, + Z) A+ x—L-1l, +z)!

(12d)

Para calcular los elementos de matriz necesarios en el estudio de los nu-
cleos conocidos, es suficiente tener los brashinskets con [/, y I, desde 0
hasta 6. Similarmente, bastan los valores para / y L desde O hasta 12, y »
desde 0 hasta 6; la conservacion de energia (8) limita entonces N a los mismos
valores.

Los brashinskets poseen ciertas propiedades de simetri'as:

I, NL X 80 nylp0) = (=DE=A I NLA|nyly,n0,)0)
= (=Dh=A (NL,nlAln}uny1,00) (13)

=(=D4+! (NL,nlA|nydy,nd,\)

Se decidid por lo tanto evaluar solamente los valores con [, > /;; no se impuso
la restricciéon andloga pora ! y L, por dos razones: En primer lugar, para fo-
cilitor el uso de las tablas y el cdlculo de elementos de matriz; en segundo lu-
gar, para hacer posible verificar las reglas de ortonormalidad discutidas en la si-
guiente seccién. Para reducir el tiempo necesario en la mdquina calculador,

se impusieron las restricciones
<6, L g 12 (14)

Cuondo L es menor que 7, se obtuvieron en consecuencia pares de valores que
se podian comprobar medionte las propiedades de simetria (13). Los valorespo-
ra 1> 6 se calcularon en un segundo paso por la mdquina, en el cual se aplicaron

las reglas de simetria (13) a los valores ya calculados para L > 6.
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La programacion se hizo en el ‘‘lenguaje | T"'®, y el programa se convir-
tio en instrucciones absolutas mediante el compilador Runcible |’. El ahorro de
tiempo y esfuerzo que hizo posible este compilador fue considerable.

Para reducir el tiempo necesario en la mdquina, se incorporaron al pro-
groma dos tablas, una de factoricles hasta X!, y otra de ““semi-factoriales’’ has-

ta 15?, donde el semi-factorial de i esta definida por

(2:) !
i? = (15)

!

El tiempo necesario para calcular un brashinskets varia segin el nimero
de términos en las dos sumas sobre 4 y z que vade 1 a 550, segin los valores de
los parametros. En promedio se necesitan 37 segundos para cada valor, de modo
que el tiempo total para los 2730 brashinskets en las tablas que aqui se presen-
tan, fue de 28 horas .

En vista de que los factoriales que ocurren en la expresion (12) pueden
alcanzar ordenes de magnitud muy grandes, fue necesario programar los célculos
aritmeticos en el sistema conocido como de ‘‘decimal flotante’’: en este sistema
los Gltimos dos digitos del nGmero de 10 digitos que acepta le maquina represen-
ton el exponente de 10, mientras los primeros 8 digitos forman el nimero (entre
1y 10) en la representacién habitual mediante potencios de 10. En todas las
operaciones aritméticas se redonded y se ajusto el exponente de manera de tener
8 digitos significativos. Como consecuencia resultaron ciertos errores acumulo-

dos del redondeo; su importancia se discute en ia siguiente seccion.

Ciertos valores de los brashinskets resultoron ser cero, dentro de los |i-

mites de los errores de redondeo. Esto es consecuencia de las reglas de sime-
tria (13). Por ejemplo el brashinsket <03,03,5{02,04,5) = 0, aplicondole lo se -
gunda de las reglas (13).

III. ORTONORMALIDAD Y ERRORES DE REDONDEQC

Como se demostrd en M, un elemento de matriz de dos nucleones para el

*El calculo del nomero de brashinskets que se hace en la dltima seccion de M representa
sol amente una cota superior. El nomerc en los tablas, 2730, secbtiene sumando las relocio-
nes (20) paro todas las combinaciones posibles de / ,/,,y A con [, </, 6.
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caso de una interaccién central V(r) se puede escribir en la forma siguiente:

(”'II;”IIZIM, V{f)ln; ,;ﬂ;I;rAfj) =

) I%IL ( (nd, NL,A{n\d,nydy,A) {n LNL AR 1 nyly,0) (| V) |n'1) | (16)
n

en donde

@BV ||n'l)y = J; R, (r) V(1) R (1) r’ dr (17)
n’ y n estan conectados por la relacién
n-~n =n';-n|+u;—nz+ '/,(1:-114-1;— Y, (18)

Si se pone V(r) =1 y se consideran solamente aquellos elemantos de motriz for-

mados por un bra y un ket con el mismo valor de p, entonces n =2y el

elemento de matriz reducido es = 1, debido o la normalidad de las funciones

radiales del oscilador arménico; por otra parte el elemento de matriz (16) es 1

o 0, segin si es diagonal o no. De ahi resulta la relacion de ortonormalidad para

los brashinskets:

2 { (L NL A\l nyly N) (e, NL A nyl nyly A ) } =

niNL
) Sﬂ'lf’l al;ll 5”'2”2 512'12 (19)
2nll+f:+ 2::;+12' = 2n|+f|+2n2+¢'2

De esto relacion y del hecho de que los brashinskets son funciones reales

de sus parémetros, se concluye que ningin brashinsket puede ser mayor de 1.
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El némero de términos en la suma (19), 7, es finito y esté dado por las

relaciones
r=..;_ A+ D(p=-A+2(p-r+4), p -\ par (20a)
r = _;_ AMp-A+ D(p-Ar+3), o~A impar  (20b)

Aqui p esta dado por (9).

Como resulté conveniente tabular los brashinskets en grupos que corres-
ponden a una combinacién dada de =n/,n,l,,A se indicd también el valor de r
al final de cada grupo.

Como parte de las comprobaciones que se hicieron sobre los valores cal-
culados se obtuvo tambien para cada grupo la suma de los cuadrados. Las su-
mas pora fodos los 140 grupos resultaron ser 1, dentro de los limites de error de -
bidos al redondeo.

Estos sumas sirvieron también el propdsito de permitir una estimacion de
los errores que eran de esperarse en los valores de los brashinskets. De ellas
se obtuvo que lo suma de los cuadrados de los 2730 brashinskets en la presente
tabla es 140.0000017769. De ahi resulta que el error del redondeo cuadratico
medio es 2.9 unidades en la (ltima decimal, y por lo tanto la séptima decimal se
puede considerar como segura en casi todos los casos. Al final se dé una tabla
de aquellos grupos pora los cuales la suma de los cuadrados difiere de | en mas
de 5x 107"

Para cuatro pares de grupos, escogidos al azar, se confirmé que son orto-
gonales, Ciertos valores fueron confirmados también utilizandolos para calcular
elementos de matriz cuyos valores eran previamente conocidos por el uso del mé-
todo de los coeficientes de Slater. Tanto las reglas de ortonormalidad como el
método de los coeficientes de Slater son independientes de la deduccién de lo
formula explicita (3) en M, de modo que representan una buena confirmacion de

esta expresion y de los calculos.
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IV. USO DE LAS TABLAS

En las tablas las columnas desde la izquierda a la derecha corresponden
a las siguientes contidades:

l.as primeras tres columnas corresponden a los valores de [,,l,y A.
Como los brashinskets estan agrupados en grupos con [/ ,/,, y A constantes,
estos se indican solamente al principio de cada grupo.

Las siguientes cuatro columnas dan los valores de n,/,N,L. respectiva-
mente., En cada grupo el érden es tal que el primer rengl on corresponde a los
valores minimos de 7, /, y N. Después aumenta N hasta alcanzar sv valor
maximo, luego regresa a su minimo mientras / aumenta; similarmente, cespués
de alcanzar su valor maximo / regresa al minimo y » es aumentada; este drden
podria llomarse ‘‘de diccionario’’. En la siguiente columna se indica el valorde
la p, definida por la ecuacién (9); este valor es una constante dentro de cada
grupo.

La pendltima columna da el valor del brashinsket (#/,NL,A[0/,,04,,A).
Como se mencioné en la seccion anterior se puede esperar un error medio de 3
unidades en la dltima cifra mientras la pendltima puede considerarse segura en
casi todos los casos.

En o ultima columna se indica al final de cada grupo el nimero de bras-

hinskets, 7, que lo componen. Este nimero estd dado por las relaciones (20).
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TABLA |1

Lista de los grupos (/1,43,A)  para los cuales la suma de cuadrados difiere de 1

en mas de 5x 10°°
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Esta pagina esta intencionalmente en blanco
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TABL A 2
Valores de los coeficientes de transformacion I NLA|nd,n,l,,A)  para

n, = n, = a.
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