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RESUMEN

In a previous paper, we have studied the time dependent description of the
scattering by a general potential, and shown that the L aplace transform of the time
dependent Green function of the problem satisfies dispersion relations. In this pa-
per we oblain the explicit form of the time dependent Green funciion for a potential
of the Bargmann type, and discuss the relation between the time dependent beba -

vior of the Green function and the position of the poles and zeros of S(k) in the

complex wave number plane,

" Subsidiado del Institute Nacional de la Investigacion Cientifica.
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I INTRODUCCION

En un trabajo anterior?!, que en adelante se citara como (I), se hizo un es-
tudio de la dispersion de particulas no relativistas por un centro dispersor con sime-

tria esférica de alcance no necesariamente finito.

En el caso de potenciales cortados, es sabido2 que la funcidn S(x) no tiene
polos en el semiplano superior I del plano complejo del momento «, excepto posi-
blemente sobre el eje imaginario, en cuyo caso los polos representan estados liga~-
dos Por ofra parte, si 2 es el alcance del potencial, la funcién S(k) exp (2éka)—0
si |x|—o enI,. Estas propiedades impligan relaciones de dispersién para la fun-
cion S(k) exp (2ika).

La situacidn en el caso de potenciales no cortados es diferente, ya que es
posible que existan potenciales.que den lugar a una matriz S(k) que tenga polos en
I, fueléu del eje imaginario®. Este hecho impide que la funcién S(«x) satisfaga rela-
ciones de dispersion del tipo usual y ademds presenta el problema de como interpre-
tar los polos de la funcién S(x) en el semiplano I,

En (1) se atacé el problema de obtener la funcién de onda dependiente del
tiempo en téminos de una funcidn, que se designard como funcion de dispersion y
cuyas propiedades analiticas son tales que dan lugar a relaciones de dispersion.
En (I) esas propiedadessse obtuvieron por una parte, como consecuencia de la con-
dicién de causalidad formulada como sigue: la funcién de onda dependiente del
tiempo asociada con cualquier paquete de onda inicial, estd acotada en todo tiem-
po: y por ofra parte, se demostré directamente, construyendo la funcién de disper-
sidén en términos de funciones de Jost* que la funcién de dispersién tiene esas pro-
piedades. Finalmente se discute en (I) la dispersién por el potencial de Eckart?,
para el que las funciones de Jost, y por tanto la funcion de dispersion, tienen una
forma especialmente simple, obteniéndose la funcién de onda dependiente del tiem-
po en términos de unas funciones bdsicas de interaccién de Green (B!G) asocia-
das con los polos y los ceros de la funcién S, y cuyo comportamiento en el curso
del tiempo es conocido, el cual permite hacer una interpretacién de los polos de la
matriz S,

El propésito del presente trabajo es ilustrar los resultados obtenidos en (1)
con un ejmplo un poco méas complejo que el presentado alli. Este ejemplo es el
de la dispersion por un potencial de Bargmann que da lugar a una funcién S(x) con

cuatro polos, dos de los cuales pueden estar en I, fuera del eje imaginario.
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II PLANTEAMIENTO DEL. PROBLEMA

Por simplicidad, se tratard el problema de la dispersion de una onda s por

un potencial central. La ecuacién que satisface la funcion de onda dependiente
del tiempo ¢b(r,2) = r Y(r,f) es

% (n1)
Or 2

) af,f) (r,2)

Y - V(r) d(r,8) = = ¢ Yy ’

(1)

donde V(r) es el potencial y # = m = 1; m es la masa de la particuia.
Como la descripcion en el curso del tiempo de la dispersién por un poten-
cial puede expresarse en términos de la funcién de Green del problema, es posible

restringir la discusidn al caso en el que la condicion inicial es

[(nh)], o= --f_—-ﬁ(f-fa) (2)

0

La funcién de Green se denotard por ¢ (r, 7, ). Como se demostré en (I),

la funcién ¢ (r, 7,, ) esté dada por

é (1,9 = 2..1.; I Bt e 1T kak, (3)

donde la funcién ¢(r,7,,«), que se designard como funcién de dispersion, esta dada

parar > r. en la siguiente forma:

f (= «,7)

. 4
oY “@

— NI ) )
lrr g 4) _{2:':«0[“ K f(kry) = f(K) [ K,ro)]}

Las funciones f(1t« 7) son las funciones de.Jost‘ que satisfacen la ecua~

cion
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[ 'Ff':' + k% = 2V(n)] f(2K ) = O. (5)

y la condicion asintética

lim i e a1, (6)

=00

y se ha definido
[(2x) = f(£x0) (7)

En (1) se demostré que la expresion entre [laves {} en la ecuacién (4) es
una funcién entera del momento «, y por otra parte, Bargmann’ ha probado que si

el potencial V(r) satisface la condicién

J;le(r)ldr<M<m , (8)

entonces la funcion f( - x,r), como funcién de « es analiticaen I, y la funcién
f(x,r) es analfticaenl .

El problema es ahora, obtener explicitamente la forma de las funciones de
Jost y de la funcidon de dispersion paro un potencial de Bargmann con el fin de po~
der exhibir la funcién de Green dependiente del tiempo y de interpretar los polos de

la matriz $(x), que como es sabido, esta dada por

= e— 9
(4 = Q

Es evidente que los polos de la motriz S(«x) estan en los polos de la fun~

cién f(x) y en los ceros de |a funcién f(- <, mientras que los polos de la funcién

de dispersion dada por la ecuacion (4) estan en los ceros de /(- «).
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Il EL POTENCIAL DE BARGMANN
Y LA FUNCION DE DISPERSION

Bargmann® ha desarrollado un procedimiento mediante el cual se puede ex-
plicitamente construir un potencial V(r) y las funciones de Jost asociadas a él, de

manera de obtener una matriz S{(x) con cuatro polos. Los resuitados pueden resu-

mirse como sigue:
Sean a y B dos nimeros complejos distintos cuyas partes real e imaginaria

sean positivas., Entonces, si el potencial se pone

V(r) 0’0 ) _ @' _ 2 log (1) (10)
120 o) | & 29V

donde la funcién o (r) esta definida por

2 ; (my B+ny %)y (-”)

€

@ (f) = n, ", ’

%, 7%,

donde #, y n, toman los valores 1y las cuatro constantes a, _ estdn dadas por

P _ n(a +n,B) (@ +nB)nfa +n ) (a*+"2’3 *,,,)_ , (12)
T n B tnf

enfonces la funcion de Jost f(x,r) es

[k, 1) = e'm[H :_E;)B + ;B;%w] ' (13)
donde
248 (8*'=fr B8 -(B+8)r
Al(r) =) a, . + 3.5 a,,¢€ ] (14)
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Y B(r) = A(r)". (15)
En particular, parar = 0, se tiene que

(k=ta) (x=-da™)
M) = e )

Por tanto, la funcién S(«) es, segin la ecuacién (9),

(x=da) (k=da") (x+iB) (k +iB™)

el = ( +ia) (k +ia") (k= i8) (k-487)

(17)

Evidentemente, la funcion S(x) tiene un polo en cado cuadraonte, como se muesira

en la figura 1,

Figura 1

Polos de la matriz S(x) en el plane «

L.a forma explicita del potencial V(r) definido por las ecuaciones (10), (11)
y (12), es bastante complicada, pero su valor en el origen y su forma asintética pa-

ra distancias muy grandes son, como puede verse por un célculo elemental,

V(0) = a2 +a*? - (82+8™%) (18)
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-2ﬁ ?

v(r) ,B|B| %1, -1 cos(2Brt8) e * (19)

= %1

donde

5 arg( Z11 g2} (20)
1

1

En la figura 2 se indica la forma del potencial.

(ﬂ-z +a*2) <(ﬁ2 +B*2) (a:z +ﬂ*2) S (B2 +B*2)

Figura 2

Ahora es conveniente construir explicitamente la funcién de dispersidn
q.';(r, ,4) dada por la ecuacion (4), mediante el uso de la forma de las funciones de

Jost dada en la ecuacion (13). Mediante una mmipulacian algebraica directa, aun-

que un poco |aboriosa, se puede demostrar® que si se definen las funciones C, (r),
C,(r}, D (r) y D,(r) en la siguiente forma:

B +8* 5 B* -ﬁ'r "
Cl(f) = |(0) m(f) ﬁ* a_ 1,- J all e B +B* 1. . 1 J ¢ ( )
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Cz(r) se obtiene de Cl(r) intercambiando 8 y ﬁ*;

D) = ——{ (B*-a) [i(B-a) - 401 - (8- ) BN}, (22

a-a

D,(r) se obtiene de D (r) intercambiando a y a*, y B y B*, donde las funciones
A(r) y B(r) estan dadas en las ecuaciones (14) y (15), entonces la funcion de dis-

persidn asociada al potencial de Bargmann esta dada por

‘r{’(fr K) =
{ 2 sen K7, +C(r)[ sen(K-iB)ro_ sen (K +£B)'6]
2mr ——iB T I 1B
+C( [5"“ (K"ﬁ )t _ sen (K+ *),]
‘o K“‘B K+:B
>{l e 20 2O (23)
K +ia K+MI*

Es evidente que la funcién entre llaves {} es una funcidén entera de «, de
modo que los (nicos polos de la funcidn de dispersidon r,f; (r,r, ,«) estdn en los pun-
tos k= fay kK= =ia*, que son los ceros de la funcién f(- K)

Si se sustituye ahora la funcidn g(r,fo,x) en la ecuacidn (3),queda la fun-
cion de Green dependiente del tiempo, es posible evaluar explicitamente esta fun-

cion.
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IV. LAS FUNCIONES BASICAS DE INTERACCION DE GREEN

Si se expresan | os senos de |la funcion de dispersion dada en la ecuacién

(23) en términos de exponenciales, se ve que las integrales que hay que evaluar
son de los tipos

o0 ' .1 a
G(rtr,t) = -—LI e [l 20)-Yxs ] dx (24)
ms 4
Y
l oo § [k(rtry)-Y%kit)
X(r tr, ,),__I ¢ ik . (25)
£ K=k

La funcién G(r tr, §) es la funcion de Green dependiente del tiempo cuando

no hay potencial, y su valor es

Girt 1 fh= = |2 e TATEE (26)

i

la cual representa términos de difusién pura del paquete.

La funcién X(r t7,,k,¢) esta asociada con los valores de x que son los ce-
ros y los polos de la funclon f(=x), y con los polos de /(K) o seq, con los polos
de la matriz S(x) y con algunos de sus ceros; esto es, estdn asociadas con algu-
nas propiedades intrinsecas de lafuncién S(«),y a través de ella estin relacionadas
con la interaccion, de modo que pueden ser designadas como funciones basicas de

interaccion de Green (BIG)., Estas funciones han sido estudiadas anteriormente’,

y su forma explicita estd dada por

ilhy - Y k3 i =
X(r,k,¢8) = e( re%et ) erfc [e F 4 i:..‘.hf] , (27)
V 28

donde

erfc(z) = ___2__ , (28)
Vi %
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La forma asintética de las funciones X para tiempos muy grandes es”

2 iT 4L 7
-~ m—e ‘e aF ’ ""'z'ﬂ( arg <"_}'
X(r,k,t) — (29)
£ =00 - rd
ithr « ¥ k1) 2 i i
23 - "'—-r 4 2t ’ -f—( arqg % <—3J- .
nk®t ¢ ° 4 9 4

Ahora bien, aunque en la evaluacidn explicita de la funcién dé Green de-
pendiente del tiempo, las funciones X(r t 7 ,,7) aparecen asociadas no s6lo a los
ceros de la funcién f(~«), que son los polos de la funcion de dispersion, sino tam-
bién a los polos de fas funciones f(-«x) y f(x), es necesario ver de que manera se

combinan las funciones X asociadas a esos polos de modo que su contribucion se

mUIE-
En primer lugar,hay que notar que la funcién de Green dependiente del tiem-

po dada por la ecuacién (3), puede ponerse, segin [as ecuaciones (4) y (9), en la

formo

Byt = 2 [ Ul £ ki) = 506) fl= xim) £= 1) e " i (30)
0

Ahora bien, por la forma de las funciones f(t«,r) dada por la ecuacién (13)
se ve claramente que el primer término del integrando contiene un factor exp ix(r=r),
y que el segundo contiene un factor exp ix{r +r,). Pero en el término
f(,7,) f(=kKr) no existe ningin polo de la funcion de dispersidn, ya que estos po
los estdn asociados sélo con los ceros de f(~ k), entonces, no puede aparecer en
la funcién de Green dependiente del tiempo ¢ (r,7,,#), ningln término X (r -7, %, )

asociado a los polos de 1a funcién de dispersion x= = sa, = éa’ .
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La funcién de Green dependiente del tiempo es

¢(r, 8 = - —-—[G(r+ 8 - Glr-7r t)]

n D, . D, )][ﬁr , A% ]
' br, ¢y (ro)[] i(a + B) t(a* 1B KBl = e X Bl

r D (r) o .
- ....._.. C, (r )[] +z(ha B) t(a -B)][ X{rt+r,h =iB3,1) - e X](r ro,;B,t)]

24(a +a*)(B ~a) (B~ a) ofr +r,)
— h—i_ N NRNNNNNII—— - L - a
4, (a*-a) (B +a) (B* +a) fUa,ny) flia,r) e X(r +ry, = ia,?)
2a*(a* +a) (B~a*) (B-a*) a*(r +r )
- i L TR T R o - ¢ *
ar, (@-a*) (B +a*) (B™*+a*) fUass,) fliar) € X[r 1, (::)r‘)

Como se ve de la ecvacién (31), no aparece ningin término del tipoX (r =1, &, #)

con h==~ia, ~ia ,ylos dnicos términos asociados con los polos de la funcién
de dispersién son del tipo Xi(r + r,k,#) con k = - ia, - ia*, lo cual indica fisicamente

que sélo la parte del paquete de onda inicial que recorre la distancia de r, a cero y

de cero a r, monifiesta la interaccién a través de los polos de la funcion de disper-

3i6ﬂl

Ademds, los términos asociados con los polos en ~ fa, = ia* son los (nicos
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que revelan lo interaccion, ya que todas las otras funciones X que aparecen en lo
ecuacién (31) no tienen en realidad sentido fisico sino mas bien geométrico, ya que
por una parte, s6lo aparecen cuando el paquete inicial esta fuera del origen, como
se verd después, y por otra parte, aunque separadamente algunas de ellas puedan,
por la formo asintética dodo en la ecuacion (29), crecer indefinidamente cuando el
tiempo tiende a infinito, y por tanto parezcan representar estados no cousales, siem-
pre aparecen dsociadas de tal modo que su contribucion se anula cuando el tiempo

tiende a infinito, como puede verse estudiando el término tipico

Sr

® X(r+71.,iB,8) -e R

lg= e ® X(r-1,i8,9) , (32)

el cual, por la forma asintético de las funciones X, dada en i ecuacion (29), se puve-

de poner

gy m | AT - iflr+ry) ] i) - igr -]
Iﬁ-...\/f_ R R S — N
i g

tr ~3 "2"
rtr 531 r-r =3¢

%3 V& oo

Para entender mejor o} significado puramente geométrico de esos términos,
es conveniente ver que si se coloca la fuente en el origen, esto es, si se hace 7,20,

esos términos desaparecen. En efecto, de las ecuaciones (3), (23), (24) y (25), se

ve que
B(r,0,t) = --%[Dl(f) +D2(r) +.£_]G (r,2)

- %aD (r) X(r,=ia,t) —% a* D,(r) X (r, -iq’ 1) (34)

Por tanto, los polos con significado fisico son los que estdn asociados con
los ceros de la funcién f(=«). Los polos de las funciones f(k) y f(~ «) que apa-

recen en la ecuacién (31), tienen un significado exclusivomente geometrico que fue
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discutido en detalle en (1),

El outor agradece al Dr. Marcos Moshinsky y al Prof. V. Bargmann por las

valiosas discusiones que contribuyeron a |o realizocién de este trobojo.
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