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RESUMEN

In earlier works*'®, the binding energies of beavy nuclei have been compui-
ed theoretically by using a statistical mcdel and a Yukawa interaction. The values
obtained were very bigh compared wiibh the experimental values. The presentwork
uses the same model but a repulsive core is added to the Yukawa interaction. Itis
found that the repulsive core reduces the binding energy to a large extent, greatly
improving the values obiained earliers Nevertheless, the present results are not

satisfactory yet. Some ways that would improve these results are indicated bere.
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INTRODUCCION

Como es bien conocido, no existe un método matematico exacto que pueda
describir nicleos de mds de dos nucleones. En su defecto se emplean métodos
aproximados. Cada uno de estos métodos corresponde a un modelo simplificado
del ndcleo, el cual representa con cierta aproximacién algunas de sus propiedades
basicas.

Uno de tales modelos simplificados es el modelo estadistico del nicleo, el
cual se considerard en el presente trabajo. Se hace uso de un método semiclasico
que reemplaza, por un promedio estadistico, la funcién de onda dependiente de las
coordenadas individuales de los nucleones. Por tanto, el método es similar al su-

gerido por L.H. Thomas? y E. Fermi” para el caso de un Gtomo con muchos electro-

nes,

Como consecuencia de lo que antecede se desprende que este método es
aplicable solamente al caso de nicleos pesados.

lLas ecuaciones del modelo estadistico correspondientes al caso nuclear
han sido desarrolladas por J.A. McLennan Jr?, quien demuestra que se puede obte-
ner una ecuacién integral de la densidad de nucleones p (), mediante el uso del
principio variacional. La condicién es, que la energia total sea minima con res -
pecto a variaciones de la densidad y sujeta a la condicion adicional que el nimero

de nucleones sea constante, es decir,
B = 8(B, +E) = 0 (1)

SN=0 donde N = [p(F)d7 (2)

El nicleo se supone esféricamente simétrico y de radio Ty, €S decir

p(7) = plr) (3)

p(r) =0 para r>r, (4)
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En la ecuocién integral de la densidad se introduce el potencial de interaccién
que se desea investigar. En principio esta ecuacién se puede resolver para obte-
nerp(r). Conociendo la densidad se pueden evaluar algunas propiedades del nu-
cleo como son la energia cinéticq, la energia potencial y la energia total. Esta dl-
tima susceptible de compoararse con el valor experimentol correspondiente.

La solucidn de la ecuacién integral de la densidad es en general dificil.

Para facilitar el cédlculo se considera un potencial de interaccién K,central y de

dos cuerpos, es decir,

K(F,P) = K(|7=-7|) (5)

J. A. McLennan obtuvo #una solucién exacta para el caso de unainteraccion
de Yukawa, Es decir si,

Ry
K(r) = - g’-f-- (6)

]

donde g es la corga mesénica Y= el alcance de la fuerzo.

Y a que una solucién exacta de la ecuacién integral es dificil de obtener,
se ha ensayado un método aproximado. Se supone una cierta densidad de neutro-
nes, que se |lamara funcidn de prueba, la cual se hace depender de ciertos parame-
fros. Esta funcién se sustituye en la ecuacion de la energia y los parametros se
ajustan hasta que la energia sea minima. Siguiendo este procedimiento G.P.DeVault ®
obtuvo una solucién aproximada, usando el potencial de la ecuacién (6). Como
existe la solucién exacta, se puede comparar la aproximada con lo exacta y ver lo

validez del método aproximado. La funcién de prueba que se usé es la siguiente,
$(x) = b(1 -.i..)’ (7)
o

donde 4 es una constante que se determina de acuerdo con el nimero total de par-

ticulas y x, es el parémetro variacional.
Los resultados obtenidos con este método aproximado son semejontes alos

resultados del método exacto. Las energias de amarre calculadas son, sin embargo,
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muy grandes en ambos casos. Con el objeto de investigar el efecto producido por
la adicién de un centro repulsivo al potencial de interaccién, el autor del presente

trabajo calculé® la contribucién debida al centro repulsivo siguiente,

-2kr

e @

Esta expresién para el centro repulsivo fue obtenida por J. Werle 7 de la
teorio mesénica clasica. Se usé en el cdlculo la funcidn de prueba (7).  Sin em-
bargo esta funcidn de prueba tiene el inconveniente de ser un polinomio con derive-
da distinta de cero en el origen. La solucién exacta no debe tener este defecto.
El presente trabajo tiene como objeto informar sobre los resultados obtenidos cuan-
do se usa un potencial de interaccidén con centro repulsivo y una funcién de prueba
en la que se ha eliminado el inconveniente mencionado, es decir, la funcién de prue-

ba tendrd derivada cero en el origen.

I ECUACIONES DE LA ENERGIA

| as expresiones que se usan aqui para calculaor las energfas cinéticas, po-

tencial y total fueron obtenidas por J. A. McLennan Jr.4.

|_a energia cinética total del nicleo estd dada en el modelo de gas de Fer-

mi por?-3

3 —
E,= Efp(r) " dT (9)
L a energia potencial puede calcularse con la expresion siguiente,

B, =L [[p(F) p(M K(F,7) dF d7 (10)

1
donde ¢ = 35 (--§--) s La masa m de los nucleones se han tomado igual para
0m 2

el proton y el neutron.
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De acverdo con la referencia (4), las ecuaciones (9) y (10) se pueden ex-

presar en funcidn de variables sin dimensiones. Las expresiones finales y defini-

ciones se anofon a continuacion:

2 x 5
E, =..g.§_4:;__£.}i). L ° c;S(x)éxzdx

2 X . Xx
Ep= --i-gi:_g_y) £ o _!“g(x,x') H(x) p(x') Adxdx'

donde,
x= kv
CL=-§EJLr
m’ c2

p(r) =y d{x)

}F= (éﬁi&i_.s

(1)

(12)

(13)

127 g2
g(x, x') = 5,5_:_ | ;Ix-xl_e-(x'i-x)] . ax' [E, 2]x - '|} = E{2x + x)}]
X 2 x

Eﬂml: J:—-f:f dt

La interaccion se ha supuesto de fa forma

Ry 4 -2ky
¢ m < 12

(14)

donde la energia electrostatica de repulsion de los protones ha sido despreciada,



I SOLUCION APROXIMADA DE LA ECUACION INTEGRAL

La funcién de prueba usada es la siguiente

B(x) = b[1= ()% (15)

0

Se notard que hay discrepancia entre esta funcién de prueba y los resulta-
dos experimentales que don la densidad de carga en nicleos pesados®, los cuales
fueron obtenidos con posterioridad a la fecha en que se hizo el presente trabajol.

En la figura No. 1 se compara la funcién de prueba (15) con densidades de
carga que estan de acuverdo con los resultados experimentales de dispersion de elec-
trones por nicleos pesados, Estas densidodes de corga experimentales pueden

servir de guia en [a eleccion de una mejor funcidn de prueba.

(1) Ecuacion (15)
(2) Trapezoidal

(3) Goussiono modifi-

cada

(4) Fermi

Figura Ne. 1, Diagrama comporativo de lo funcién de prueba (curva 1), con distri-

buciones de carga derivadas de los datos experimentales (curva 2, 3, 4).
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De la observacién de la figura se desprende que la distribucién (15) corres-
ponde a un nicleo mds concentrado, es decir, con mayor energia de amarre que un

nocleo real,

La ecuacion de normalizacion, sin dimensiones, correspondiente a la fun-

cion de prueba es,

e [ G(x) ade=b [0 [1-E)2] x2d (16)
0 0O 0

Integrando y despejando se obtiene la constante 5,

b= 313

(]
. (17)
6 3

El ndmero total de nucleones N estd dado por

N:-_”?T 7 (]8)
ka

LLa energia total del nicleo, E, es de acuerdo con la ecuaciones (11) y(12),

E = Ek + Ep
2
- U7 (3 % g(%arde -4 [0 [0 g(xx') ¢ () $lx) w2 ']
25 5 -0 2% o
(19)
Denotando por e, el paréntesis rectangular de esta ecuacién, se tiene
2
E=WTey), (20)
5
Si se introduce la notacion,
e, = [ (x)%dx (21)
0
Y
e, = _!;x“ _]:“ g(x, ') d(x) & (x") dxdx’ (22)
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se obtiene la ecuacién,
=% "7T9% (23)

Esta es una ecuacidn sin dimensiones que incluye explicitamente los termi-
nos correspondientes a las energias cinético y potencial.

La expresion (21) dé el término e, correspondiente a la energia cinética,
a=] dl%ade= 55 [ [1- &) ax
0 0 0

Integrando se obtiene

e =.§20-5.% b %3 (24)

y haciendo uso de la ecuacion (17) se tiene

. = 4.078440 7° (25)

x2
0
Si en la expresién de e, se reemplaza g(x,x’) por su valor, ecuacién (13),

la energia potencial toma la forma

ep=—}_£%_£%(e-|x+xl-e-(x+x))¢(x)<;f)(xr) xx: dxdx;
"aj%j%[ﬁu N= Bi2(x+x")}16 (x) " xx' dx dx’ (26)
7)) A2x - x'|}= B 1 2(x +x") 11 ¢ (%) & (') xx" dx

donde el primer término corresponde a la interaccion de Yukawa y el segundo al cen-
tro repulsivo.

Usando (15) en la ecuacion (26) se tiene

(=2 [® o LT ey P a1 )P rar
0 0

--‘-’-’*}2 [® [PUE21x - d1- B 20+ AN 1= EF1 xdel1- )T 0ds - (20)
0 0
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donde se ha puesto ¢ en lugar de x’,

Con las substituciones =_.':- y v =_.:-" , la ecuacién (27) toma la forma
0 0

2 A * Il 7 - U vv
¢p=.b_;'9__];1_]’1(e%l l—e%( ) ))(1-u2)3#dn('|-vz)3vdv
0

b x4

- —= [ VB2 fu - o} - B 2, (a+0) 1(1 - 4 wda (1= A) vy
(28)

Las integrales de la ecuacién anterior son dificiles de evaluar en forma ce-
rrada asi que para facilitar la evaluacién numérica se substituirdn las exponencia-
les y las funciones E.lw! por sus correspondientes desarrollos en series.

Por simplicidad en la escritura, la primera integral de la ecuacion (28) que
corresponde a la interaccién de Yukawa, se designard por e; y la segunda que co-
rresponde al centro repulsivo por e’.

2

Enfonces, un desarrollo en las exponenciales de e; hasta el quinto término

da como resultado

2 11 2 (g - z,v)2 x3|#-v|3 x4(ﬂ—'y)4
' 0 0

2 3 4 4
Iflll-xo(n'!'u) +.xgﬂ ( +v) _.s%(n+v) + ¥ ( + v) +,,}(]-32)"'udu(l-vz)sudv

o

D 21 3! 4)
2
B T AP AP YA R I (PP
0 0 2!
x 3 3 x? 4 4 3 3
+§nl.[- lu - o] +(u+0) ]+Z9|..[(u-u) ~(u+9) ] +. b (1-22) wdu(l~12) vdv

(29)
Efectuando los desarrollos correspondientes e integrando se obtiene,

e; = ]0-3 b2(4-634x3- 2.580 xz +0-386 x;"' 0-234.#': L ) (30)
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La integral exponencial E{w} se define por lo expresién dada en la ecuo-

cion (13) o bien por el siguiente desarrolic en serie®

Ei{CtJ}= -y!" ’E’ﬂ-&.)'l'Tl(&))- Tz(@) +T3((U)"... (3])

donde 7, = -2 Y y' es |a constante de Euler.
nenl

Usando seis términos del desarrollo en serie de las funciones E‘{m] se ob-

. " a " . "
tiene, para e, la siguiente expresién.

4
== xt [* " Enjumol +dn (@t o) + 25 [ju-sf - (u+0)]

+x:[- (n-v)2+(a +v)2] +.3.xg [I#-vla- (u + 0)3]

i f";_l["' (2=0)* + (4 +v)4] L I -az)auda(] -vz)svdv (32)

Efectuando las operaciones correspondientes e integrando seobtiene.
e) = 1073 5~ 28.855 o x} + 4.684 (20) x5 -2.580 (2 )

+0.886 (2 a) 7-0,234(4 @) x5 +,...] (33)

Substituyendo los resultados obtenidos en la ecuacion de la energia (23) y

reemplazando la constante 4 por su valor, dado por la ecuacién (17), se obtiene,

e = 2.447..1'..? ~n2[= 2392 5 + 0:908 (1 +24) -0.500(1 +20)

X9 x% xi
+0.172(1 +Za) x - 0.045(1 + 4 a) xﬁ teoel (34)

Caleulando a de la ecuacién que la define (13), se obtiene un valor igual
a 0.04959. Se ha tomado la masa nuclednica igual a 1836 electrones masa y se

ha usado para el alcance, k&, y la constante de acoplamiento de la interaccién,g,
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los valores obtenidos por J.D. Jackson y J.M. Blott1? de la dispersién protén-pro-

ton a bajos energias. Estos valores son

k = (0.850 £0.020) * 108 cm™!
(35)

g = (29.62 £0.44) x 10 u.e.

Usando el valor de o mencionado, la ecuacion de fa energia se reduce g,

e, = n? (2.,;-1:71 + 02773 | 0.9978 +0.5494 -0.1944 % +0.0543 x: +0 vo)
2 X
o VP *o 0 (35)

El radio del nicleo debe ser tal que haga la energia un minimo. Por tanto

se toma la derivada de la ecuacidon anterior con respecto a x, a fin de determinar

este valor,

Despreciando los términos de la serie que no aparecen en la ecuacidon (36)

se obtiene

1086 x4~ 1944 x> +9978 x - (5546 + 43;:_2) = 0 (37)

La solucién real y positiva de esta ecuacion determina x_ en funcién de .
Substituyendo esta funcion en la ecuacién de la energia se obtiene una relacion en-
tre e, y n, que puede convertirse a E (Mev) y N (numero de nucleones) por medio

de las relaciones

N = 0-046 ]96?1
E = 0-099 34 Et

(38)

Estas expresiones fueron obtenidas de las ecuaciones {13) y (19} usando

los valores de k y g dados por las ecuvaciones (35).

l.a tabla siguiente muestra algunos de los valores calculados. Estos re-

presentan definitivamente una mejoria sobre los valores obtenidos anteriormente *>
’ d . .

y en los cuales no se incluyo el centro repulsivo. A la fecha se conoce mejor el

potencial de interaccion, y sin duda, un potencial mas adecuado mejoraria los re-

sultados.
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La figura No. 2 representa la gréfica de E, E, y E, en funcion de N. Co-
mo comparacion se anota la grafica de E en el caso en que no se incluye el centro

repulsivo (es decir el caso a=0).

TABLA I
N X, E (Mev) Ep (Mev) E (Mev)
62,2 1.1 33011 - 49827 - 16816
118.6 ] 117178 -~ 203930 - 86752
267 0.9 559989 - 1157094 - 597105

Como se habré notado;los valores calculados para la energia de amarre E
son muy altos, Sin embargo, E es muy sensible con respecto avariaciones de los valores
ky g. Con objeto de mostrar esto la energia serd ajustada en un punto cambiando
k y g, pero manteniendo o constante,

Si en la ecuacién (20), y se substituye por la ecuacion que la define (13),

se obtiene:
2 2 6 13
E = (4773 ) e‘ = M -—k;-I;-a £‘= A—kii'a' e‘ (39)
g5 (127)% &g g

donde A = (4m)° (5 &)°

(12 )¢
Si a permanece constante al variar £y g, el producto g2 & serd constaonte,

es una constante,

es decir
g’k = g%k (40)
donde g y k£, son los nuevos valores que g y k toman.
Con los valores g y k. la nueva energia es
E=A klls e (41)
1~ 710 ¢
g

ya que e, no depende ni de k& nide g.

Larelacién de energias es
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gllﬂ bn

(42)
glo k ::3

.
El

La ecuacién (40) se usa primero para eliminar g y g, y después para elimi-

nar k. y k, y asi obtener las relaciones,

E . (k)8 (43)
E’1 kl

Y
E_ (& (44)
E‘1 4

Estas ecuaciones claramente muestran que pequefios cambios en &y g pro-
ducen grandes combios en la energia.
La energia total dada en la tabla No. I para N igual a 267 se baja a su va-

lor experimental de aproximadamente ~ 2136 Mev, con cambios en % y g dados por
las relaciones

-% =123, & k=007 x 10 cm!

1

2o 1097 6 g =3249% 107 ue.

8
Los cambios de & y g para reducir la energia son pequefios pero no alteran
la curvatura de la grdfica de E en funcién de N. Se desearia que la relacién en-
tre Ey N fuese lineal. La curvatura depende de e, y por tanto, del tipo de funcio-
nes que se escogieron para la interaccion y para la funcién de prueba, asi como del
valor de a. La adicién de la interaccién electrostdtica en el potencial mejora

larelacién _ﬁ_ pero tan solo en una cantidad insignificante. Observando la figura

No. 2 se notard que el centro repulsivo mejoré considerablemente los valores de la

energia y la curvatura de la gréfica.

l./

|_a tabla No, ] muestra que x_en lugar de aumentar (siguiendo la regla N™)

o
decrece conforme N aumenta, sin embargo, ios resuitados obtenidos para la vario-

cién de x en funcién de N son mejores que los resultados previos*® en los que
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Figura 2

Energia cinética, potencial y total en funcion del nimero de nucleones. La
linea punteada corresponde al caso en que el potencial no incluye un centro
repulsivo.
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Figura 3

Comparacién de los resultados de 1a seccion anterior (E) con los resultados
de esta seccion (E™).



no se considerd un centro repulsivo. Es de esperarse que un centro repulsivo mds

fuerte mejorario los resultados obtenidos,

IV ESTIMACION DE LA VALIDEZ DE LA SOLUCION APROXIMADA

J.A. McL.ennan Jr, obtuvo la siguiente ecuacién de la energia

E = i;.“";ﬁ 23 [$oyntle] (45)
donde
== 2 [P $(x') senbx’ dv'
X o
+.§E; jﬂ’"’ x' & (x") [B{ 2Ax =x") } = B, 2(x, +x') } 1 dx’ (46)

0

di 1a funcién de pruebo fuese o funcién de densidad exacta, lo substitucion
de la funcién de prueba (15) en la ecuacién (45) reproduciria los resultados obteni-
dos en la seccion anterior. Por tanto una estimacién de la validez de la solucién
aproximada puede obtenerse comparando los resultados previos con los que se ob-
tengon al introducir la funcién (15) en la ecuacién (45).

Siguiendo este procedimiento se substituye la funcion de prueba en la ecua-

cion (46) poara obtener,

v = -E:_’.i,' fxo xb{1-(X)? ]3s&n b xdx

X, © *a
-y .
_‘E'_Iai’b[l-(_.) 1° (J’ i.dt-f ..E...td:) dx  (47)
x 0 2(x, - x) g i(*u"':)t

0

donde se ha usado la definicién altemativa de las funciones E ,{w}.

l.a primera integral de la ecuacién (47), sin su coeficiente se designard por

I.. Al evaluar esta integral se abtiene

176



= b[(48 + 2160 + 71) son pux,- (B + L) cos bx, ] (48)
xo xo xﬁ xO xO

La segunda integral de la ecuacién (47) se designara por I,. Efectuando

las substituciones ¢ = 2(x _ ~-x) y t= 2(x +x,) respectivamente e integrando

se obtiene
I = —3—— .—3-._"{"..4_.5—- - _4;:.).... + __3,]§ 4 xﬂ‘
2 6[4,,3 x3 8x, 8x3 128x] 16 e 2
- (._3__ 47 + 135 4+ 315 ) 2% ] (49)

Usando los resultados dados por las ecuaciones (17), (25), (48) y (49),

la ecuacién de la energia (45) queda igual ¢

E = 0.009934 n%{ - 28:43751 (48 1 2160 | 040 5o, 5«
x4 ™ xi x; xz 0
0

- (480 4 5040 co5 px 1 +4.881516 [ - S + 4 - 4

3 S
xo xo

+ 315 + e'zxq _(___3___+_ 47 + ]35 + 3]5 ) 8-4%]

256 x;“ 32 xg 8 x; 16 xg 64 xg 256 x;“

4,078440 50
+ xg I } Mev (S0}

Los resultados de esta seccién y de la precedente se comparan en la tabla
No. 2 y en la figura No. 3. La E*(con asterisco) dd los resultados de esta sec-

cién y la E sin asterisco los de la seccion anterior
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TABLA 1l

N X, E (Mev) E 1'r(i\d\\z‘n.r)
62,2 1.1 - 16816 - 24448
118.4 1.0 - 84752 - 98240

267 0.9 - 597105 - 979575

Se notaré que los resultados son del mismo orden de magnituds Sin embar-
go, la funcidn de prueba usada no parece ser adecuada en el caso en que el poten-
cial de interoccidn lleva un centro repulsive. Es de esperarse que una funcién de

prueba que diese una densidad de nucleones menos concentrada daria resultados

mejores. Vease figura No. 1.
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