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RESUMEN

In this paper we obtain the symmetry relations for the transformation brack-
ets for barmonic oscillator funtions defined in previous publications.'*?+3 Tbhese
symmetry rel ations were obtained from the interpretation of the trans formation brack-
-els as matrices of a representation of the unitary unimodular group in two dimensions
(SU,). The dimension of these representations is obtained,

We discuss also certain simple spin-orbit coupling and tensor potentials and
obtain sum rules for the coefficients appearing in calculations with these types of
forces.

Finally, we derive certain recursion formulas and sum rules for the coef-
ficients B(nl,n'l', p) defined previously,3

A table of sum rules for the transformation brackets for all types of forces

will be available upon request.
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I INTRODUCCION

En una serie de trabajos anteriores!’?3 los autores han definido y tabula-
do los paréntesis de transformacién para funciones de oscilador arménico, y hanin-
dicado cémo estos paréntesis, combinados con ciertos coeficientes auxiliares, son
Gtiles en la evaluacién de los elementos de matriz del modelo de capas del nicleo.

En el presente trabajo se derivardn ciertas reglas de simetria de los parén-
tesis de transformacién utilizando el hecho de que los paréntesis estdn asociados
a representaciones del grupo unimodular de dos dimensiones (SU,). Se obtendrd
también la dimensionalidad de la representacién justificando asi la farmula® que
nos indica el nimero de paréntesis de transformacion asociados con una energia y
momento angulor totales del sistema de dos particulas.

Posteriormente se derivardn ciertas reglas de suma para los paréntesis de
transformacién que son Gtiles para comprobar los cdlculos de elementos de matriz
de fuerzas de acoplamiento spin-orbita y tensoriales.

Finalmente se derivaran ciertas reglas de recurrencia de los coeficientes
auxiliares2:3 B(nl, n'l’ p) que son (tiles para extender la regién de valores de los
indices nl, n'l’', para los cuales podemos obtener los valores de B.

En todo el andlisis utilizoremos sistematicamente la representacién de las fun-
ciones de onda de oscilador arménico en términos de operadores de creacién, tal co-
mo fue propuesto por Bargmann y Moshinsky?! En el siguiente capitulo uvtilizaremos
esta representacién para rederivar la formula de los paréntesis de transformacion y

establecer la relacién entre los paréntesis y las representaciones del grupo SU..

Il LOS PARENTESIS DE TRANSFORMACION

En el trabajo de Bargmann y Moshinsky* se introdujeron los operadores de crea-

cion n y aniquilacién ¢ por la definicion

ip) | _{:\771-(!'+£p) : (2.1)
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donde r y p son respectivamente | os vectores de posicion y cantidad de movimien-

to de la particula., Si el estado base de un oscilador arménico tridimensional se de-
. *
signa por |0>, donde

10> = 7 -3/4 exp ("-].5 r?), (2.2)

entonces un estado de energia 2n +/, momento angular / y proyeccién del momento

angular m, esta dodo por
\ﬁzm> = A”Z‘qzﬁ ulﬂl(z_)IO) (2!3)

En (2.3) uzm (n) es el arménico esférico solido; por ejemplo, el arménico esférico

s6lido del vector de posicién r es

Yy (r) =Y, (6,9 . (2.4)

Por n? se entiende 72 = n? tn5 +n§, y el coeficiente de normalizacion A ; estdada-
do por

) 4n 4
Am= (=D (2n + 21 + N (21;)!!] (2.5

Si ahora, de una funcidn de onda de una sola particula en el oscilador arme-
nico, pasamos a una funcion de onda de dos particulas con momento angular total A

y proyeccion i de ese momento angular, claramente tenemos que

Au
\”lzl' nl,, Ap> = P”Jlr";zz(r_’_l , 7_;?) 10>

(2.6)

2 <hlmm)| \u> Ag 1, it ull m, (n,) An,l, N7 ul,m, (7_?_:3) 10>,

7y s My

% . .
En el presente trabojo utilizaremos sistematicaomente unidades en que » =m = w = 1, don-
de m es la masa de la particula y wla frecuencia del oscilador arménico.
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donde {0> representa el estada base de dos particulas y <l Lmm,| Au> es un coe-
ficiente de Clebsch-Gordan.

Si pasamos ahora de las coordenadas de las dos porticulas r,,

A las coor -

2
denados relativas y de centro de masa definidos como

r = ._!__(r ~r r = _.I-..(l'1 tr), (2.7)

),
vz ottt A

las correspondientes relaciones entre los operadores de creacion pueden escribirse

como

2!.""\./15._(1; +2_;)I ﬂ2=\-/-?_1-(7!§"_7_}_;) ° (2-8)
Si reemplazamos m,, 1, de (468) por sus correspondientes volores (2.8) y reagrupa-
mos términos, podriamos describir |n ], nl,, \u> en términos de kets {n [, u;l;, A )
asociados con los nuevos operadores de creacién 7, 7, y en esta forma derivor los
= n ==D.

1= "
Por lo regla de translocion de multipolos derivada en lo referencia 1, se tiene que si

paréntesis de transformacion. Como ejemplo consideremos el caso en que »

L L (229)
- -
entonces
- l ZH
Yy, () =2 % Z {{(F) 5;'!”",,6(1'1"1)
- 1,1"=0
[ ,E <Irlumrmullm> uz;m: (.1’) u’l"m" (T_)_“)]} (2']0)
donde
GUIY = (=1 Cw @ rrn L@+ @+ (2.11)
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Utilizando la relacién (2.8) y sustituyendo expresiones del tipo (2.10) en (2.6),

obtenemos directamente que

IOII, 0,, A\u> = ? » ln;I;, n;l;, Ap) (ﬂ;lI, H;Z;, Nnlynl, \>, (2,12)

!
nylyny b
donde designamos por| > los kets asociados con el sistema original de coordena -
das r,r, ypor |) los kets asociados con el sistema primo de coordenadas Pl
Utilizando la relacién® entre sumas de productos de coeficientes de Clebsch-Gor-

dan y coeficientes 9j, vemos que el paréntesis de transformacién estd dado por

(n1!, n'd, N|OL, 00, A>

A, A

z!
— ” n,l

1L A IZIA K

nié n,

zf l" l;

111 Hyt Y, 7 - ! ! ’IJ H
G(L'271) G(L"1"L) H('1") H(L'L"D) (2 + V) (20,4 1) (21 + 1) (2L + 1) ] | P
LI, N

(2,13)

donde G esta definido por (2.11) y H esta dado por

H(T') = (20 +1)(20"+ 1) /4 (20 +1)] <2'170010> «  (2.14)

Si reemplazamos en (2.13) los coeficientes de normalizacién A ; por sus
valores (2.5), vemos que el paréntesis de transformacién se vuelve idéntico con el
obtenido en la férmula (60) de la referencia 1, si es que escribimos

4

n = n,l;::ll, ﬂ;=N, l;:L,(I)r- <|> (2.15)
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El objeto de denotar por (|> el paréntesis de transformacion es que asi podemos
distinguir claramente entre cambiar los nimeros contenidos en los bras y kets o in-
tercambiar los bras y kets entre si, Este Gltimo intercambio no altera el paréntesis
ya que éste es real, en cambio, el primer intercambio si lo altera segin reglas que
se indicaran mas adelante.

En forma similar a como se derivé el paréntesis de transformacion (2.13),
se podrian encontrar las reglas de recurrencia de paréntesis de transformacién cuan-

do se pasa por ejemplo de n, a n + 1y se obtendrian las mismas reglas derivadas

1
en la referencia 1.

Para derivar las reglas de simetria de los paréntesis de transformacién va-
mos a aprovechar el hecho, demostrado en la referencia 4, de que ante una transfor-

macién unitaria unimodular de los operadores de creacién

’ 2 S,Sl-.: 1,2
Tt = 2 Ustamis 493

s =]

(2.16)

(donde 7 es el indice de vector y s el indice de particulas), el hamiltoniano y el mo-

mento angular total del sistema de dos particulas permanecen invariantes. En conse-

cuencia el conjunto de todos los polinomios

Au

Py 1, myd, (o) (2.17)
definidos en (2.6), tales que
15, = LIS Mgt (2.184q)
2n t 1l +2,+L = p (2. 18b}

donde los valores A\, p del momento angular y la energia total respectivamente, per-
manecen fijos, forman una base, en general reducible, del grupo SU,.
De la teoria general de las rnppr«asmmm':i»::mes's tenemos que Si /{l (x) esuna

representacion de un grupo de elementos U que actia sobre x, en donde j es el in-
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dice que caracteriza la representacién y m el indice de renglén de la representa -

cion, entonces

Ul =it =32 [ ()AL W), (2.19)

donde A;fm(U) es la matriz que representa al elemento U, Si designamos por x'

a las variables
.:'b..“‘1Ir - Ux ’ (2n20)

y reemplazamos x por x' en (2.19), obtenemos

) = = fr") A, () (2.21)

En el caso de los polinomios (2.17), el grupo ante el cual forman base pa-

ra una representacion es el SU, cuya matriz mas general es

e."""'é Ceos 1 3 e"'* Y - e""* < sen 1 3 ef* Y
2 5
U = , (2,22)

e’ sen -21-;*3 e Y e’ ¢ cos %B ef?”

y por lo tanto, podemos designar a los elementos del grupo por los pardmetros a, 3,

y. De aqui que, utilizando (2.21), podamos escribir

Ap
P”l o ml, (1..?...1'12) N
= S B iyl n)) APR i (@ 3,7) (2.23
- ”1111'”11: ..'?_1'7..?3 ”111;“21-2;#111, #312 Q¢ 24V o

1o0 148
n lon,l

donde 7, 7, estdn relacionadas con 7, y 7, a través de (2.16) y (2.22). En lare-
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presentacion A sélo estdn indicadas p y A\ y no el valor y, Esto se debe a que
la representacion es independiente de i, lo que puede verse por el hecho que el in-
dice i de los polinomios puede cambiarse con ayuda de los operadores A+ i)\y,

los cuales son invariontes ante las fronsformaciones (2.16). Con frecuencia abre-

viaremos

”lll' n212+ m, nil{, n;I; > m ', p,A»§ , (2.24)
y por lo tanto, el elemento de matriz tendrd la forma dada er’ (2.21) pero con U reem-
plazado por a, 3, y.

Si consideramos el caso particular a= 0, 8 =I,y = 0 vemos de (2,22) y

2
(2.14) que la transformacidon es

ny =-l_—(n1-7_12), n, =-—_]-_-_-(n1+ '7_-2) . (2.25)

R R

Como esta transformacién es idéntica a (2.8), podemos concluir de (2.12) y (2.23),

que la relacién entre paréntesis de transformacién y representaciones es

¢ iy p A
(";zu ”;zz s Mgy by N> = Au:l: 0, b pnl, n), 0, —g-, 0) (2.26)

Esta relacién va a ser la basico para derivor las relaciones de simetria en el si -

guiente capitulo.

Il. SIMETRIA DE LOS PARENTESIS DE TRANSFORMACION

Consideremos la ecuacién (2.23) en el caso particular en que a= 0, 8= -g-,
y = 0. Si en eso ecuacién intercambiamos 7.y 7,, vemos de (2.25) que en el

miembro derecho n cambia @ -y, y n, queda igual; por lo tanto,
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A
Pni l,, nd (772' 771) =

2 — il

ALL oA
= 2, PM:Z' '1 ' (- T71"’ 772) Anll“u;l;,ull“nzl (0 ) (3'])

1, n)l) Rk
donde 7, Y N, siguen estando relacionados por (2.8) con "1' 1;2 De la forma ex-
plicita (2.6) del polinomio P y de las reglas de simetria de los coeficientes de

Clebsch-Gordan vemos que

L y7) L +lL-A _Au

P": by o 93k, (7_?3r _7?_1) = (=1 P"zzzr ny 1 (7?1r Ta! o
AL %.,u.
P"l’z1 ’ ”:: ) (= 771 r Ty ) = (- ]) L "z ; (171 ' 72 ) (3.2)

Introduciendo (3.2) en (3.]1), podemos expresor P

n by, L, (nh nz) en términos de
k“ ] ] - o
P n't!, nl) (?7 17y ‘Y. Por otro lado, utilizando (2.23), podemos expresar
M : - A o1
Pol ml (’l}' ?3) directamente en términos de Pyigt iy (11},11-2). Comparan~

do los coeficientes de los dos desarrollos y usando (2.26), obtenemos inmediata-

mente que

("1 "y ;l;,)\.lrzl nl,6 \>

1712 %2%2r
(3.3)
. AR S \
= (= 1) (n lll,nzlz, Nlnd,nl, N>,
donde hemos aprovechado el hecho de que
2+l +2n, 0 = 20 +1 +20 + 1 . (3.4
Considerando ahora (2,23) para a = 0, 8 = Z, y = 0 e intercambiando

2
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ﬂ; Y TI; , vemos de (2.8) que Ny * NgsTy > =7, Y Pof razonamignto idéntico al ca-

so anterior, obtenemos

(n i, mi,, Nlnl,nl,A>

1”17 Faqe
I, =A (3.3
=(=-1) ' (ﬂ;l;,#;‘;, K"l’l' ﬂﬁ‘l’ A>
Combinando ahora (3.3) y (3.5) tenemos la relacién de simetria
(mi b, m b, Nlnd, nb, N>
(3.6)

!

I, +1
=(-1" * (n;l;,n:l;,?\lnzlz, nl,A>

Estas relaciones de simetria son las que se mencionan sin demostracion
on las referencios 1 y 3. Para establecer la equivalencia, basta hacer el cambio
de notacién indicado en (2.15).

Queda todavia por demostrar la mds importante de las relociones de sime -
fria |

(2!, 01, \|nl

117 %% 1?%@K>“

(3.7)

1 13+l; tyr 1y
= (-1 (ml,m by N|n b n L N>,

en donde, como lo indica la notacién, se intercambian los valores numéricos en el
bra y el ket pero no el bra y el ket mismo. Para derivar esta relacion de simetriq,
vamos a recurrir al hecho de que si se hace una transformacién por los parémetros
a',B',y’y posteriormente por los parémetrosa”,8",y", dando como resultado

una fransformacion por a, B, y, entonces, por ser AL'“ (a, B,y) (donde usamos la

abreviacion (2.24) ) una representacién del grupo su,, se tiene
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] ! ! j " " N
ALIM (a, B, 'y) = E” A:'fm " (a , 6 Y ) Am"m (a , B Y ) (3.8)
m

Consideremos ahora el caso particulara=y=a'= y'=a"=y"= 0. El
grupo SU, se reduce entonces al grupo ortogonal de dos dimensiones R, De aqui
se ve de inmediato que si B"= -2, 8’2 5, entonces 3= 3'+ B"= -2"1. Por otro

lado, el inverso de la transformacion 0,3,0 es 0, -3, 0 y utilizando el hecho de

que las representaciones son unitarias al ser las |/, sl ,Au> ortonormales, se
obtiene
Ajf 0, Z,0) Eﬁjr r (O O)Ajtr 0, Z,0) (3.9)
mm(l;l - " mm’ r 7y m m l-{l ’

m

donde + indica el transpuesto conjugado de la matriz. Al ser reales los parénte-
. J
sis de transformacién, vemos de (2.26) que A_«_ (0, -"21, 0) es real y toman-o el

transpuesto, podemos escribir

Nt 0,2,0) = % A u©,4,0 40 40, Z,0) (3.10)

Veamos ahora cudl es la forma explicito de los elementos de matriz

i *“ : :
At (0,7,0). Si consideramos a los operadores 1{, qz" ligados con Nye Ty POF

una transformacion del tipo (2.22) cona = 0, 3= 7, y = 0, tenemos que

2; 0 -1 7, , :
, = o 311_-_2_2'_3-':__1 (Bn]])
n, 1 0 M,

Indicando el polinomio (2.17) en notacién abreviada como P, (_7_;_1, 2?), tenemos de

(2,23) y (3.11) que

B, (1,0m) = Bylny=n) = = Ppr (a! , 1;) A, 0, 7, 0) (3.12)

m
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De la forma explicita (2.6) del polinomio vemos que

Au L=A Au
P,,Ill ,n’l (7?2:"771) = ("" ]) : P”z’zr”;‘; (2;' 2:;)' (3.]3)

y comparando con (3.12) y reemplazando m por m" se tiene

k H
Apf ! 41 n " (0 7, 0) —(—]) 3 & i 8,:1:8 ! Hsl l" (3.]4)

Reemplazando (3.14) en (3.10) y efectuando la suma, se obtiene finalmente

I, = p?\

“111 PENNEN zz e %y

Ar 1yt I(O 0 =(=1"

n,l :”:lz HE PR AN

! (0 ,0) (3.15)

Utilizando la relacién (2.26) y la regla de simetria (3.3), se obtiene finalmente la
relacion de simetria (3.7).

Empleando la relacion entre los paréntesis de tmnsformacién y los elemen-
tos de matriz de una representacién de SU, para los valores 0, = > 0 de los parame-
tros, hemos podido demostrar las relucnones de simetria. Tiene también interés co-
nocer el orden de la representacién para una p, A determinada, ya que este orden nos
da el nimero de paréntesis de transformacién asociados con p,A. En el siguien~

te capitulo se determina el orden como funcidn de p, A .

IV. DIMENSIONALIDAD DE LA REPRESENTACION DE SU,.

Se ha visto que los paréntesis de transformacién son los elementos de ma-
triz de una representacién - en general reducible - de SU, para los valores particu-
lares @ = ¥ = 0, B= = de los pardmetros que caracterizan las transformaciones

2 .
unitarias en el espacio formado por n, y 7,. Larepresentacién estd caracteriza-
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da por | os valores de p, el indice de energia, y A, el impulso angular total de las
dos poarticulas, y la dimensionalidad de la representacién, 7, dependerd sélo de
ellos. E| indice de rengién de la mafriz m estd compuesto de los cuatro nime -
ros cuanticos » , L., n, y I,; la dimensionalidad r es, por lo tanto, el nimero de com-
binaciones de estos cuatro nimeros compatibles con las condiciones (2.18). Es-
tas combinaciones se llamardn aqui el conjunto {p, \).

Considérense ahora aquellas combinaciones para las cuales n # 0. Sipo-
nemos rz{ = n_ - |, entfonces se ve que estas combinaciones corresponden una por
una a los miembros del conjunto (p = 2, \) formado por n,l,n,y /. Liamando
r" {(p, \) al nomero de combinaciones en el conjunto (p, \) para las cuales n # 0

! - ’ .
y 7 (p, A\) al nimero de combinaciones para las cuales n,_ = 0, tenemos

1
T(P: A) = r’(P: A) + TH(P: A) = TI(PI A) + 7(9'21*)\-) (4*"])

Es facil darse cuenta de la validez de (4.1) comparando dos conjuntos (p, A} y
(p = 2,\) en las tablas de los paréntesis de transformacién (referencio 3 pp. 1a
123). Aplicando (4.1) repetidas veces y considerando que de (2,18) resulta que
r(p',\) = 0 si p' < A, se obtiene

p Po= A Si p=A espar
T(P;)\) = 2 Tf(P’:’\-)J (4'“2)

!

p=p po=At1sip=X es non

L.a prima en el signo de suma indica que p' aumenta de 2 en 2
Ahora

pl =2, =1 +1, (4.3)

de modo que debido a (2,18) el valor minimo de p' - 2n, debe ser > A, y por lo tan-

to
.;.(p’-)\) si p' =\ es par
(nz)mux = ' (4.4)
—2-(p ~A= 1 sip = X\ esnon
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El valor minimo de n, es evidentemente 0, de modo que el nimero de valo-

res posibles de 7, es

-;—(p'-/\+2) $i p'= A es par
(4.5)

..;..(p’-)\+ ), sip'= \ esnon

Para n, dada, (4.3) indica que los valores méximos de /; y I/, son iguales, como lo
son sus valores minimos; ademds, al minimo de /, corresponde el maximo de /..

Tenemos
f )

de modo que el valor méximo que puede alcanzar la diferencia /, - /, de acuerdo
con (2.18) es A si p’y A son de la misma paridad, es decir sip' -~ A\ es par, y es

A=-13sip' = Aesnon., Pero

(Il- Iz)mux = (ll)mux# (lz) .min = UZ) mox (12) min/

el rango de variacién de /., El nimero posible de valores de /, (y en consecuen -
cia también de /) es entonces \ +1 sip'= A\ es par, y es A si p' - A es non.

Combinondo este resultado con (4.5) se obtiene

-;-()\ + Np'-A+2) sip'=A\espar
r'(p's A) = (4.6)

';-K(P"f\+ ) sip’' = A es non

Substituyendo (4.6) en (4.2) se obtiene el resultado deseado,

LA+ N(=-A+2(~\+4), sip=-A\espar
rp,\) = { 8 (4.7)

.;_;\(p-ml)(p-ma), si p = A\ es non
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V. POTENCIALES QUE LLEVAN A REGLAS DE SUMA DE LOS
PARENTESIS DE TRANSFORMACION

En la referencia 3 se ha indicado como la utilizacién de un potencial cen-
tral constante, puede llevar a ciertas reglas de suma para los coeficientes C"C don-
de estos coeficientes pueden expresarse en términos de paréntesis de fransforma-
cion y coeficientes B (véase, por ejemplo, las formulas 4.4 y 4.10 de la referencia
3). Se desearia tener reglas de suma similares en el caso de potenciales de aco-
plamiento spin-orbita y tensoriales. |

Viendo el argumento dado en la referencia 3 para obtener las reglas de su-
ma, se sugiere que lo que necesitamos son potenciales de acoplamiento spin-orbi-
ta y tensoriales suficientemente simples como para poder ser evaluados sus elemen-
tos de matriz directamente en la representacion original. Al ser determinados esos
elementos de matriz por el método general de la referencia 3, encontraremos enton-
ces ciertas reglas de suma para los coeficientes C; ;y C'_.

En las secciones que siguen vamos a regresar a la notacién de las referen-

cias anteriores ' 2’2 en donde las coordenadas relativas y de centro de masa se in-
dican por
r =\E]("1 -r),R= \%(r# Fal o (5.1)

y sus correspondientes contidades de movimientos por

P =\7§]:(P1- Pz)r P =\7§]-_ (Pl +P2) . (502)

Los nimeros cudnticos ./, n;l; van ahora a estar asociados con la coordenada r,

y los némeros cuénticos n},, #,/, con la coordenada r,, mientras que los nimeros
cudnticos nl,n'l' y NL,N'L’' estarén ahora relacionados con ry R respectiva-
mente,

Empezaremos la discusion con el caso de fuerzas de acoplamiento spin-or-

bita. Consideremos el caso particular en que la fuerza de acoplamiento spin-orbi-
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ta es independiente de r, esto es, que tiene la forma

l.'s, (5.3)
donde

’= fxp ; 3= %(31‘*‘32) ° (5-4)

En tal caso, en la referencia 3 obtuvimos que el Unico elemento de matriz distinto

de 0 es

1 ‘TN 3 TR A
<nl ,nl, }\,-i- 5—]][’. s|nl ,nl, )\,—5

l '
2JJ>

- (- 1))g+l---1

< ”1’1' ”212*

NI il 6ll, N> 6 w11, 1))

171772721

= f C;.S (”111' nl,, \; n;l;, rz.;l;, NP (5.5)

donde W es un coeficiente de Racah y el coeficiente Cris estd dado en términos de

los paréntesis de transformacién y los coeficientes B por

CLS (nlll' ﬂztzf )\-; ﬂ;Z;, ﬂ;l,;, K;; ], P)

- (-0TTPE wowm; ) vERE DR

S (WXL VIGFNIFD (nl, NL A|nd,, nby, \>

niN L

X (n'l, NL, N|n;li, n.00, N> B(n'l, nl, p) ] (3:6)

donde n' = n + -;-(p’- o) yp,p estin dados por (2.18b)
M| nyd, n b, N >

De (5.5) vemos que si el el emento reducido de matriz <z I, » o Pyl

2’2'
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se pudiera evaluar directamente se tendria una regla de suma para los coeficientes
!
CLs -
En la seccién 5 mostraremos cémo evaluar directamente este elemento de mo-
friz,
Pasemos ahora al caso de fuerzas tensoriales., Consideremos el caso par-

ticular en el que la fuerza tensorial tiene la forma

Vo = (.3‘_:.1,) r2Y (6, 9)° X, (5.7)

donde Y, es el tensor de Racoh cuyos componentes son los arménicos esféricos

Y, 0, 9) y X, es el tensor de Racah de segundo orden cuya componente para

m = 0 esta dada por
X,, =\/%(3 si— s?) |, ({5,3)

en donde s esta definido por (5.4). En la referencia 3 se muesira que el (nico ele-

mento de matriz diferente de 0 para la fuerza tensorial estd dado por

N ryr ryiyi, 1]
<ﬂ1’1' 11212, A; '5 ‘5 LIIVTI”III' ”212';\' -5 '2- II",>

Adla]

'
32 72
= ( - ) (=1 <nl, ”212'

M2 Y,0,9)||n L, n L, N>

1177272
X 15 wOW 11; 27)

= %[C.; (n 1, n,i,

Non'l, nlll, N T ;) (p+%) ], (5.9)

1717 72721

donde hemos aprovechado el hecho que la integral de Talmi® lp pora V(r) = r? estd

dada por
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5
o I'e+3)
1 2 _]; p20 2,24,

)= = (p+3) (5.10)
L +2) L@ +3)

El coeficiente C_ estd dado en términos de las paréntesis de transformacion y de

los coeficientes B por

G nd,, mby Nimgh mb N T i p)

- 0T TR wow 10 2))

x %2 3 [(VU+T<120(1'0>w (N I';2L)
1! mINL

X (»l, NL, )\.lnlll, nl,, \> (»'V,NL, \'| .u;I:, n;l;, N>

X B(nl, n'l,p) ] (5.11)

De (5.9) vemos que si el elemento reducido de matriz

<nl, nl

B by N2 Y, 0, @) |In}, n b, N >

117

se pudiera evaluar directamente, se tendria una reglade suma para los coeficientes
Cfr. En la seccién 7 mosiraremos cédmo evaluar directamente este elemento de ma-

friz,

VL. EL ELEMENTO REDUCIDO DE MATRIZ DE |

Para obtener el elemento reducido de matriz

<ty

by MU 2], m) L, N >, (6. 1)

198



empezaremos por expresar el momento angular relativo en términos de los operado-

res de creaciéon y aniquilacién

:,_:u\/—%;_—(f-ip), £=\%—(r+ ip) (6.2)
De (46.2) se obtiene de inmediato que
I=rXp==i(nX§) (6.3)

Expresando ahora los operadores n y & en términos de los operadores de creacién

y aniquilacién de las particulas l-; 2, tenemos de (5.1) y (5.2) que
] 5
l=%ll+%—lz+ff(ﬁx§)+—2-(?3><§), (6.4)

donde I, I, son los momentos angulgres de las particulas 1y 2.
Podemos ahora considerar las componentes esféricas del vector I, y expre-
sando los productos vectoriales’ con ayuda de los coeficientes de Clebsch-Gordan,

tenemos que

]

! 1 |
b = 5 by T 5 s +\7§:2< o |(Im>n,, &, +f§a< 1 lvo Im>7,,€,, (6:5)
vor

Sustituyendo esta expresién en el elemento reducido de matriz (6.1) y haciendo uso

de las relaciones de Racah®y de Jahn y Hope®, se obtiene

<l nd NI ol ol N> = 38,1, 801 8,1, 81, VA (ZNH])
A _ I, 1«1 =\
WAL VITTA DA D (=1 % WL EAN W) VI D204 )

30, N

3 L ) 12
+ ([-—2-(2>\+1)(2)c+1)] oy N
111

1L+1.1-
% [(_])2+ i

X[ < n | ‘11“”;2;'\" <n,l| 152“”;1;> -<nl || _{1 Hn;l;><n212 1 N IIn,;I;> ]) ' (6.6)
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donde las W son coeficientes de Racah, las {1 coeficientes de 9/, y se ha aprove -

chado el hecho de que el elemento de matriz reducido de [ es

<all{I|n'V' > =8 + &\ HT+ 1) (20 +1) (6.7}

Los elementos de matriz reducidos de n y £ que aparecen en (6.6) estan dados por
(A7) y (A.10) en el apéndice. -

Para obtener la regla de suma que buscamos, sélo necesitamos sustituir
(6.6) en (5.5). L.a forma explicita de la regla de suma se publicaré en un suplemen-

to a la referencia 3. De (6.6) y las formas explicitas (A.7, A.10) de los elementos

reducidos de matriz de  y £, vemos que (6.6) se anula a menos que se satisfagan

las reglas de seleccidn

ﬂ;: ﬂli .I, ?21; ﬂ;u ﬂz p ], ”2; l;= lzi", Il’ ’;: I2i ], 12 » (6:8)

De aqui que la regla de suma para fuerzas de acoplamiento spin-orbita sera

E CI:B (ﬂll 1/ ”2"2! }L; ”;I;l ”?;f A'l‘ ];P) = 0 ’ (5'9)

si alguna de las reglas de seleccién (6.8) no se satisface,

VIL. EL ELEMENTO REDUCIDO DE MATRIZ DE 2Y, (6, ¢)

Para obtener e! elemento reducido de matriz

<nl,h6nl,

A[#2Y, (6, @)|nll, nlk, N > (7.1)

117 72721

empezaremos por expresar el armadnico esférico sélido U"l( r) en términos de los

arménicos esféricos sélidos asociados con las particulas 1y 2, Utilizando (5.1)
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y la forma explicita de los coeficientes de Clebsch-Gordan’, podemos escribir
1 ]
P Ym0 9) = 5 17 Y,5,(0,,9) + 573 Yy (0, %)

- .1:5. p <]]m|2m>.x (7.2)
8 v,o

v1- %2

donde x, ,%,, son las componentes esféricas de los vectores ry fo

Ssustituyendo (7.2) en (7.1), y haciendo uso de las relaciones de Racah®

y de Jahn y Hope®, se obtiene

< ”111' ”zlzr M I"z Yz(ﬁ, <P)| Iﬂ;l;, n;l;, N>

1 Zz+]-l;-?t
= ‘55 '3121; (""' ])

NN,

< 1|72, ) ||nl8 > /@NF (2N 1) W2 AN;21)

I, +1-1-X

+25 5 (=1

2 By Ny

<n, |72 Y (6, ) ||mio> /AT T) (2N +7) W(LIAN; 21 )

3

I LA

]5 ! }/ | ! !1 : /
_,/.é_;[3(2>\+])(2}\ + D] <nd || r||nil> <n | |efml >< B 1 X 3, (7.3)

1 1 2

donde de nuevo, W representa coeficientes de Racah y {} coeficientes de 9j.

De las relaciones (6.2) vemos que

]
r=ﬁ(q+f) (7.4)
y por lo tanto, el elemento reducido de matriz de r puede escribirse como

<nll|r]|n' 1> =\'/';2_L[<nl|| pl|n'l'> +<nl||£]|n'T>] (7.5)
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donde a su vez, los elementos reducidos de matriz de n y & estdn dados por (A.7,
A10). -

El elemento reducido de matriz de r2 Yz(er ¢) pvede descomponerse como

<nl||72Y, (0, P ||n'l'> = <al||r? ||a'V'> <Y|Y,||1'> (7.6)
donde
<nll|r|a't'>= [ TR () 2R () Pdr (7.7)
y
<Y j|'> = [5(2’ < '200{0> (7.8)

De (7.8) vemos que la regla de seleccién para !’ es I' = 1+2,1, Para estos valo-
res de /' podemos calcular Ja integral radial como se indica acontinvacién. Con—

sideramos primera )’ = /+2, En tal caso (8.3)

! 5
rﬂm”;“z: [2n'!/I‘(n'+l+-;—)]’£rlr4L:T % (r2) (7.9)

y utilizando dos veces la regla de recurrencia’’

+ 34 3. I+4 l+%

AL ) =i L e -0 L6 7.10

asi como la ortonormalidad de las funciones R, y R /;, obtenemos inmediatamente

que

I R AR, e ,/(u+z+.§. ) (n +;+.§.) 5.1

0

—2\/n(u+l+%)8ﬁrﬂ_]+ n(n=-1)06, _, (7.11)
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El caso /' = /-2 puede expresarse con ayuda de (7.11) como
{, Rar' Ry grid = fo Rug. o v Ryyridr

= R 2R . 1
[I w'l' T° P! 427 ]l'=l-2

=i t1+ D mr1-D 8 - 2/t D +1+ D a0 ) +VE T DB D 8, 4 g
(7.12)

Finalmente, en el caso '= I aprovechamos la relacién'’

s 1 4% + %

'L, () a=-(mr+1)L +l(r’)+(2n+l+—)L (r’) -(n+l+-;—) L::?(r’), (7.13)

para obtener de (7.9) y (7.13) que
f 9:"’r:l" 'Irzdr=_Vﬂ(”+l+h)3ft‘n-l

+(2”+1+%)8”r”— (n+])(ﬂ+l+-)3 s 41 (7. 14)

El elemento de matriz reducido (7.6) puede por lo tanto escribirse de inme-
diato en términos de (7.8) y (7.11), (7.12) o (7.14) segin sea !'=1+2,1-2 o 1.

Sustituyendo (7.5) y (7.6) en (7.3), tenemos la forma explicita del elemen-
to reducido de matriz (7.1). Reemplazando o su vez esta expresién en (5.9), obte-

nemos las reglas de suma para las C_.. La forma explicita de la regla de suma se

publicaré en un suplemento a la referencia 3.

De la forma explicita de los elementos de matriz (7.5) y (7.6) vemos que

(7.1) sera distinto de 0 sélo si se satisfacen las reglas de seleccion
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' —
nl=n 2, n ), =10 12,0 ), 1

ﬁ;=ﬂ2i2' ﬂzi ‘, ”2‘; I;=Izi2, lzil, Izl (71:]5)

Si alguna de estas reglas de seleccién se viola, entonces (7.1) es cero, y por lo

tanto la regla de suma seria

Nnlll,nll, NoJT,p) =0 (7.16)

117272

3
E’ (p T ?) c:r (nlll' ”212!

VIII. RELACIONES DE RECURRENCIA Y DE SUMA PARA LOS
COEFICIENTES B(nl, »'l, p)

Los coeficientes B(nl,n'l’,p) se definen por la relacion

J; TR, (F) V(r) Ry (1) r2dr = S Blnl, 'l o) 1, (8.1)
(referencia 3, ecuaciones 3.1y 3.2), en donde la integral de Talmi esta dado por >

L= —2 _ | T 20 & Y(r) r2dr (8.2)
C'(p+32) ©

La funcion R _,(r) es la parte radial de | a funcién de onda del oscilador arménico

y tiene la forma explicita

2n | % ] -%e? 1454 2
?R’ll(r) = [m r e L (r4) (8.3)
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+ X

en donde L * es un polinomio de l.aguerre, definido de manera a obtener la norme-

lizacion

[T IR (] r2dr = 1

Se ha podido obtener una férmula explicita para los coeficientes B (referen-
cia 3, ecuacién 3.4) de la cual se ve que si el parémetro p no se encuentra entre

los limites
a= Y2 (l+l'Ygpg Val(l+l)+n+n' =8 (8.4)

el valor de B(nl, n’l’, p) es cero.

Dado que las fuerzas nucleares conservan la paridad, los elementos de ma-
triz deben permanecer invariantes ante reflexidn de las coordenadas. En términos
de las coordenadas relativas y del centro de masa (5.1), la reflexion introduce un
factor (= 1) ! *L en el ket |nl, NL, 1) En vista de que una fuerza nuclear v cual-
quiera no actda sobre la funcién de onda del centro de masa, |NLM), el elementode
matriz mds general es (»n'l’,NL, N p'| v|nl, NL, \u) y para que sea invariante bajo
reflexion se requiere que

I'=11%2 1+4, ...

Como ya se ha mostrado, sélo los casos ' = I, I £ 2 son de interés en la

préctical,
Se pueden derivar varias reglas de recurrencia para los coeficientes B; pe-

ro en vista de las tablas extensas publicadas en la referencia 3, pp. 145-175, se in-
dicardn aqui solamente cuatro reglas que sirven para ampliar la gama de estas to-
blas. Se obtienen a partir de las propiedades de los polinomios de L aguerre.

Una regla de recurrencia resulta de la ecuacién (7.13). Sustituyéndolaen

(8.3) se obtiene una funcién radial que se utiliza en (8.1) para obtener
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p=a
An +1)1 V% oo Gt Yt 14 V20?14l mtltV2 a4y |
=[F(n 1+ 5/) ARTAY vere { a1 L e L g

f V(o) Y +1 + 3% . n(n+l+y2)m m 2
0 Tat Ve (n+|);ﬂ+l+3/2 Pt (1) - (n+1);;u+l+§/2 Houtlr) - n+l+3> m- 107 prodr

2”"'1-[-3/2 § B flf l 1 é + 3/ )B I 1 )I
NG et "'(nﬂ)\/mi—s; (o +72) Bw'lumd )y

1 foln +1472) Bz- 'tn 10, )1, 8. 5)
”+.I ﬂ+l+3/2 - aB(ﬁ n- P (-

Los limites superiores de las tres sumas en esta ecuacién pueden hacerse todas
iguales a 3, puesto que fuera de los limites (8.4) el coeficiente B es cero. Seha

hecho uso de que

" (p +52)

fm P20 +2 1t Vir)r3dr = (8.6)
0

P

Como V(r) y en consecuencia las IP son arbitrarias, los coeficientes de las I,

(8.5) deben ser iguales en los dos lados; de ahi resulta la regla de recurrencia

Vo ¥ 1) (s 11+3) B'l,n +11,p) = (22 +1+¥2) B(n'l, nl, p)

-~ (ptY2) Bn'l,nd, p=1) = \/nln +1+Y2) B(n'l',n-1, p) (8.7}
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Otra regla de recurrencia resulta aplicando dos veces la ecuacién (7.10).

Procediendo como antes se obtiene

B+ -
2, (2 +3/3) B(ﬂ*p' nl +2, p) Ip 1= f ﬁ”:z: () V(r) 2 ﬁnl .9 (r)rzdr
0

p=at]l

- [ Ry VO FTFTT TR By~ M TTTR T B,y TG DR, )%

B B+
=B+ (5 +1+%) I B('l,nl, p)L,-2/G 1+ (s +1) = B(n'l,n+11, p)],
p=a p=a
B+2
+ Vin+tD)(n+2+ X Bn'l',n+2, p)lp (8.8)
p=c

Comparando los coeficientes de las lp en ambos lados, se obtiene la regla de re~

currencia

(p +32) B(n'l' nl +2, p) = Jut1+52) (n +1+32) B(n'l' nl, p +1)
-2\ +i+%) (s +1) B(n'l,n+11,p +1)
+(n+0)(n+2) B(n'l,n+2l,p+1) (8.9)

Al aplicar la ecuacion (7.10) una vez a cada una de las dos funciones ra-
diales que ocurren en (8.1), un procedimiento similar da

\
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B+

S (p+Y2) B(s'V+1, 841, p)1, = f Ryt 0V 2R, L (r)ridr
p=a+]

= f Vir) [\/(n'+1' +3/2) (n +I+3’/2)3% f(r) R I(r) \/(ﬂ +1)(n +1+%2) R e’ + 11 R z(f)

-\ (n'+l +32) (n +1) %nrlf (7) 31” . ”(r) +/(n'+D(n +1) ﬁur,‘_ 14 (r)S‘t & ”(r)]r dr

B+1

= (B +T+32) (n +1+3/3) 2 B(n'l, nl, p)l -t N +1+%) 3 B(n'+11' nl, p)l

b= a p=a

B+ B+2
-\Vn'+1I'+32)(n+1) 3 B(n'l'n+1, P, —\/(#'H)(ﬂ‘f 1) 2 Br'+1)n+11, ),

p=a p=a

De esta ecuacién se deriva la regla de recurrencia

(2+%2) Blal'+1, 0l +1,p).= \/(n'U'+32) (n +1 +3/2) B(n'l',nl, p +1)
-\(n +1)(n +1+3/5) B(n'+1',nl, p +1)

~Vn'+tI'+3) (n +1) B’V n+ 1, p+1) /(" + 1) (n + ) B(n'+ 10, » +1,p+1) (8.11)

Finalmente, el uso de la ecuacién (7.10) sobre una funcién radial y de la
ecuacion 10.12(24) de la referencia 10 sobre la segunda funcién radial en (8.1) per-

mite obtener de manera andloga la regla de recurrencia

(2 +%2) Bnl'=1, 0 +1,0) = \/(o"+1'+ Va) (n +1+%2) B(n'l', nl, p +1)

- \/ni(n +1+3%2) B(n'= W,nl,p+1) =\/(n'+I'+V2) (n +1) B(nl,n + 1, p +1)
tva'ln+tl) Bn'= 1 n+12 p +1) (8.12)
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Junto con la simetria de los coeficientes B (referencia 3, ecuacion 3.9)

B(n'l' nl,p) = B(nl,n'l,p) |, (8. 13)

las reglas (8.7), (8.9), (8.11) y (8.12) permiten obtener cualquier coeficiente B
pard el cual ! y !’ difieren en un entero par. Si /-1 es non, B(nl,n'l’, p) no estd
definido, por la razén ya mencionada.

Dos reglos de sumo pora los coeficientes B(nl, n'l' p) se obtienen de los

ecuaciones (7.11) y (7.14). Si se pone V(r) = 72, la ecyacién (5.10) da el valor

Ipi sustituyéndolo con (7.14) en (8.1), resulta
2 (P +3/2) B(nl, n?, p) = =\/n(ntl+ 1;2) Su'u 1 +(2n +1 +3/z}8”:n-
P

-V V@) s, (8.14)

Combinando (7.11) con este valor de las lp, se obtiene

E (p +%2) B(nl, n'1+2,p) = \/(n +1+32) (n +1+¥%2) 8 1 - 2\/n(n +1+%2)8 ¢
+\/aln= 08,0 (8.15)

Ue un modo similar se obtiene otra regla de suma si se pone V(r) = 1, en

cual caso (8.2) muestra que todas las integrales de Talmi son iguales a 1.  En

consecuencia
{m Ry (r) Ry (r) ridr = f, B(nl,n'l, p) = o (8. 15)

L.as reglos de suma se vtilizaron para confirmar los valores nomericos de

los coeficientes B(nl, n'l, p) publicados en la referencia 3.



APENDICE

En este apéndice obtendremos la forma explicita de los elementos de matriz
reducidos de np y £ definidos por (6.2).

Consideremos el elemento de matriz
<nlm | n, 2T m'> (A1)

donde el indice u = 1,0, =1 indica las componentes esféricas del vectorn . Ex-

presando el ket |n'2’m’> en términos de operadores, podemos escribir
'Y /4’7 2#’
T;F\n I'm> = —3—- ul;.t (1) ,%:Ir N ul'm' (1) \0) (A.2)

donde l},m son armdnicos esféricos sélidos del tipo (2.4) y A ; es el coeficiente
de normalizacién (2.5). Utilizando ahora la ley de descomposicion de praductos

de arménicos esféricos, podemos escribir

4 :
n,ln'im'> = Ay _é’_’,,“ +l+1 3 H(' < Imia| im>Y),y (a, B)[0>, (ALY

donde designamos por (1, a, B) las coordenadas esféricas del vector 5 y por
H(I'W) of

HU'W) = 320+ 1) /4n (20 +1)] < 100[0> . (A.4)

Reescribiendo la expresisn (A.3) en términos de arménicos estéricos sélidos, y

posteriormente utilizondo {2.3) parc expresarlos en términos de kets, tenemos que

/4 -1
T]ulﬂ‘]‘m'> = Aurzl _.é.ﬂ.:.. 3 {H(Z‘ '“r) Anl Inlm><l'lm'pllm>

{,m

108y 11 %0y 4 140 - 1] } (A:3)
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Multiplicando finalmente por el bra <#lm | y utilizondo las formas explicitas de
A,y H(lI'1]),obtenemos

<nlm|17p] n'l'm'>

= [+ 1) (20'+ 2+ 3) 8,1 8,1t (2'+2) 80, 8 ;]

|
¢

x (20+1) ‘<l m'plim> (A.6)

El elemento de matriz reducido de 1 puede entonces escribirse como

<nli|plln'l'>

= VI +2A+ N8 1 & 1y +V2I+) 8, 1 &, (A.7)

Para obtener el elemento de matriz reducido de £ aprovechamos la relacidn
debida a Racah® -

!

I-1 -
<nl||p||n't'> = (=1)  <n'l'||g*||nd>" (A.8)

donde + significa el transpuesto conjugado del operador y + el conjugado del ele-
mento de matriz. Como de (6.2) el transpuesto conjugado de n es el operador &,

tenemos que

!

<nl{|&El|n'l > = (- ])l-l <n'l'||n ||1l*zl>’|r (A.9)

y como (A.7) es real, obtenemos finalmente

<ﬁzn E ||n'l'> =

= = vV (1 +1)(2nr +21 +3) 8#”: 8“. 1, le/’l(Z +2) 3” + 1’ 31_ 1, It] (A. 10)
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