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RESUMEN

El objeto de este articulo es intr~ducir un concepto de gradiente del campo
gravitacional en la teoria de Birkboff que desempene en ésta un papel semejante al
que tiene el gradiente en el campo gravitacional de Newton, Se exije ante todo que
las ecuaciones del campo se puedan establecer funddndose en el flujo de este gra-
diente a través de una bipersuperficie cerrada en el espacio-tiempo,

El gradiente se define como un tensor de tres indices cuyas componentes
se consiruyen por diferenciacion con respecto a las coordenadas en el espacio-tiem-
po de las componentes del tensor potencial gravitacional, Calculamos explicita-
mente este gradiente para el caso del campo gravitacional de un punto-masa en mo-

vimiento arbitrario, Se muestra que si se fijan los dos indices provenientes delten-

*
Este es ol primer articulo de una serie de tres que se titula Del Potencial de un Punto Ma-

sa a las Ecuvaciones del Campo en la Teoria de la Gravitacién de Birkhoff.

181



sor potencial gravitacional y si se consideran las cuatro componentes generadas
por diferenciacion con respecto a las coordenadas, el gradiente se puede interpre-
tar como un cuadrivector, Este cuadrivector estd colocado en el plano bidimen-
sional definido en el espacio-tiempo por el punto del campo y por el cuadrivector
velocidad retardada de Minkows ks del punto-masa generador del mismo.

Utilizando este gradiente se establece el cuadrivector aceleracion de Min-
kows ki de una particule exploradora del campo gravitacional generado por un pun-
fo-masa en movimiento arbitrario y se expresa en funcion de los otros cuadrivec-
tores esenciales del problema. Se obtiene el resultado importante, aue por medin
de mediciones ejecutadas en las particulas exploradoras del campo-gravitacional
de un punto-masa en movimiento, se pueden deducir la posicion, la velocidad y la
aceleracion de éste. Esto significa que la perturbacion gravitacional emsiida por
un punto-masa transmite informacion sobre su posicion, velocidad y aceleraciaon, a

pesar de que el potencial gravitacional no depende de la aceleracion.

El marco de referencia de la teoria de la gravitacién de Birkhoff! es el mis-
mo que el de la Relatividad Especial de Einstein: el espacio-tiempo de 4 dimensio-
nes de Minkowski. Nosotros designaremos a las cuatro coordenadas de un aconte-
cimiento en ese espacio-tiempo indistintamente con (7, x, y, z) o con (x!,x2,x3 x4).
Aqui #= x! es la coordenada temporal y x = x2, y = 23, 2 = x* son las coordena-
das cartesianas del espacio fisico. Elegimos las unidades de manera que la velo-
cidad de la luz en el vocié sea igual a uno?. Con estas convenciones tenemos pa-

ra el cuadrado del! elamento de arco de Minkowski?3:

ds? = &if dstdxl = dg2 « dx? - dy? - dz? | ()

Je estad utilizando aqui la convencién de Einstein de sumar con respecto a indices

repetidos y &H es el tensor métrico fundamental de la Relatividad Especial. En

el sistemo de coordenadas utilizado aqui

A =1; 522=&33=& = = ];

11 44

&H"-" para £ 7.

182



Jtilizaremos ademds el tensor doblemente contravariante AT asociado
métrico fundamental. Cn el sistema de coordenadas utilizado, las componentes de
este ultimo tensor son oritméticamente iguales a los correspondientes del métrico
fundamentol, io que se expresa por la ecuocion no tensorial A = 5;’;"

Las magnitudes fisicas de las que trata este articulo son escalares, cuadri-
vectores y tensores en el espacio-tiempo de Minkowski. Ll.os cuadrivectores los
designaremos por medio de una letra con acento circunflejo, p.e. v. Todo cuodri-
vector tiene cuatro componentes covariantes y cuatro componentes contravariontes
y puede describirse por unocualquiera de esos dos juegos de ngmeros. Adoptamos
la convencién usual de usar indices inferiores para las componentes covariantes e
indices superiores para 'as componentes contravariontes. Entre los componentes

covariantes y contravariantes de un cyadrivector existen las relociones:

[

N7 j
vt = A v ; z»f--ﬁs‘-fv-

Existe un escalar asociado a dos cuadrivectores v y w que es sy praduc-
to escalar y que designamos como sigue:
D . = il = AV = vt w, = J
v .w &ﬁuw A Vw, = v w = g’
El cuadrado de un cuadrivector es el producto'escalar de ese cuadrivector por si

mismo:

Y iy

v =y, v,

Consideramns una particula exploradora del campo gravitacional. Un acon-
tecimiento de la linea de universo de la particula exploradora se caracterizara por

(x1, x2, x3 x%). EIl cuadrivector velocidad de Minkowski v de lo particula explo-

radora se define como sigue:
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El cuadrado del cuadrivector velocidad es igual a uno:
~2 __ ' S
v A‘.fv vt =

" - . 4 q -, * *
El cuadrivector acelaracion de Minkowski @ de la particula exploradora se define

como.

El producto escalar (@ *v) es igual a cero, lo que se interprets como expresion de
la perpendicularidad de los cuadrivectores aceleracidn de Minkowski y velocidad de

Minkowski.

L - L L - 4
El campo gravitacional de Birkhoff se caracteriza por un potencial que es

un tensor simeétrico doblemente covaoriante b:‘j' Nosotros introducimos un fensor

de tres indices triplemente covariante que llamamos ‘‘gradiente del campo gravita-

cional’’ y que definimos como sigue:

ob.
_ k
Viby = -—ajr (2)

Esta definicion se establece en el sistema de coordenadas utilizado aqui, en el que

las derivadas parciales con respecto a las coordenodas de las componentes de un

tensor constituyen otro tensor. En un sistema general de coordenadas la definicidn

de gradiente es:
Vibi = bip i

Aqui la coma seguida del indice 7 denota derivacidn covariante con respecto a la

coordenada x*. En el sistema de coordenadas vtilizado aqui la derivada covarian-

te es idéntica o lo derivado porcial y ambos definiciones del gradiente coinciden.

Utilizando este concepto de gradiente del campo gravitacional, el cuadrivec-
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, 5
tor aceleracién de Minkowski de una particula exploradora de ese campo puede ex-

presarse como:

a; = (Vibyp; = Vib i) ol o* 3)

A pesar de que el gradiente del campo gravitacional es un tensor de tres in-

dices, se puede interpretar como un cuadrivector haciendo las siguientes convencio-

nes:
1) se fijan los dos indices que provienen del tensor potencial,
2) se consideran las cuatro componentes que se generan, al variar de uno
a cuatro, el indice que proviene de derivar con respecto a una coordena-
da. Pensando en esta interpretacion escribiremos también grad b jk PO
ra Vibjk'

En seguida procederemos a calcular el gradiente del potencial del campo
gravitacional generado por un punto-masa en movimiento arbitrario y el cuadrivector
aceleracién de una porticula exploradora de ese campo. Empezamos postulando el
tensor potencial gravitacional de un punto-masa en reposo en un marco de referen-
cia inerciuliﬁ. Postulamos que este tensor tiene todos los elementos de la diago-
nal principal de su matriz iguales al potencial Newtoniano y todos sus otros elemen-
tos iguales a cero. Esta es la generalizacién mas simple que se puede hacer de un
potencial escalar, como lo es el Newtoniano, a un potencial constituido por un ten-
sor simetrico de dos indices.

Designaremos con letras mindsculas las coordenadas de un.acontecimiento
cualquiera del campo; usando ya sea (¢,x,y,z) o bién (x!,x2,x3,x4). Utilizaremos
letras mayUsculas para las coordenadas de un punto de la linea de universo del pun-
to-masa, ya sea (T,X,Y,Z) o bien (X*,X2,X3,X4). A la distancia en el espacio
fisico entre un acontecimiento A(¢,x,y,z) del campo y un acontecimiento P(T,X,Y,Z)

de la linea de universo del punto-masa, la designoremos con r; por lo tanto:

r=| v(x-X)2+(y-Y)2+(z..z)2| =

(xz_x2)2+ (m.z'._,,x:s)2 +(x"‘-—X‘)2 |

i
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Sea M la masa en reposo del punto-masa generador del campo. Si usamos
la unidad de masa de manera que la constante de la gravitacion universal seaigual
a uno’, obtenemos para el tensor potencial gravitacional de un punto-masa en repo-
so en un marco de referencia inercial

(4)

M
b —
r

ik ==
Pasaremos ahora a calcular el tensor potencial gravitacional de un punto-
masa en movimiento uniforme. Para este caso de un punto-masa en movimientoes
necesario introducir magnitudes retardadas con respecto al acontecimiento A del
campo. Sea L la linea de universo del punto-masa M (Fig. 1). Con objeto de evi-
tar repeticiones consideramos de una vez aqui el caso general de una linea de uni-
verso curva que corresponde a un movimiento arbitrario del punto-masa.  Con el
acontecimiento A como vértice constriyase un cono de luz del pasado. Elaconte-
cimiento en que este cono corta a lo linea de universo L del punto-masa, | o desig-
namos con P. Toda sefal fisica que salga de P con la velocidad de la luz pasara
por el acontecimiento A. El acontecimiento P es la posicién retardada del punto-
masa con respecto al acontecimiento A del campo. Entre las coordenadas de los

acontecimientos A y P existe la relociodn:

&fk (x/ = x7) (x*-Xx%) =0 (5)

Al cuadrivector que liga P con A lo designamos con r. Las cuatro compo-

. -~
nentes contravariantes de r son:
rl —— xt_xl
La ecuacién (5) se puede expresar también en la forma:
L i~ o~y
r2=grer=rkpr =0 (6)

Fn la linea de universo L del punto-masa elegimos un acontecimiento N

como origen de los arcos. A la longitud del arco Minkowskiano NP lo designare-
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Fig. 1]
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mos con §. Dada la linea de universo L del punto-masa ygenerador del campo con su
origen de arcos N, la longitud de arco § es una funcién de las coordenadas
(x1,x2, x3, x4) del punto del campo A; ya que dada A queda determinado P y por lo

tanto §.

Al cuadrivector velocidad de Minkowski del punto-masa en el acontecimien-

to P lo designamos con V., Este cuadrivector es una magnitud retardada con respec-

to al acontecimiento A del campo. Las componentes contravariantes de V estan

dadas por

iz —— (7)

V2 (8)

1
(>
e
=
<
<
>
|
Il

El cuadrivector aceleracion de Minkowski A del punto-masa en su posicion retar-

dada en P, se define como sigue:

1= — .. (9)

Las componentes contravariantes de A estan dadas por:

v = d2x?t av?
“ ds 2 ds

Se obtiene inmediatamente la relacién

My

A+Vv=0 . (10)

Consideramos ahora un punto-masa en movimiento uniforme. En este caso

)
el cuadrivector velocidad V es constante. Por medio de una simple transforma-

cién de Lorentz podemnos pasar a un marco de referencia en el que ese punto-masa
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esta en reposo y en el que su tensor potencial gravitacional e sta dado por (4). Si
a los magnitudes que intervienen en el segundo .niemoro de la ecuacion (4) se les
aplica la transforinacidn de Lorentz inversa de la que reduce al reposo a un punto-

masa que se .ayeve con un cuadrivector velocidad V, se obtiene:

r *r°V

De donde se deduce inmediatamente que el tensor potencial gravitac ional de un

. . 9
punto-masa en movimiento uniforme es:

_ M2viv -4, ]

by = e I (11)

)

1 nunerador de bia depende exclusivamente de 1o masc y de los componentes del
cuadrivector velocidad retardada del punto-maso generador del compo. Este nume-
rador representa una generalizacion de la simple masa que aparece en el potencial
Newtoniano. El denominador de bih es la proyeccion soore el cuadrivector velo-
cidod retardado del punto-mosa, del c vadrivector que ligo g éste en su posicionre-
tardada con el acontecimiento del campo. Este denominador 7° v desempena en

la teoria de 3irkhoff el papel que tiene en lo teoria de Newton la distancia r.

En la teoria de los potenciales retardados se establece el hecho de jue to-
da funcion del tipo

F
———— ,
(r * V)

en la que F es una funcion exclusivamente de magnitudes retordas, - en nuestro

caso de § -~ satisface la ecuacion de D' Alembert:

F{s)
(r V) 0

4
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Se deduce de esto inmediatamente que el potencial (11) satisface la ecuacidn de
D’Alembert. Si postulamos la expresién (11) como el potencial de un punto-masa
en movimiento arbitrario, tendremos una expresion que se reduce al tensor poten-
cial (4) cuando la velocidad en el espacio fisico es igual a cero. Ademas, debi-
do al hecho de que el tensor potencial dado por (11) satistace la ecuacion de
D’Alembert, se tendria una propagacion con la velocidad de la luz, de las perturba-
ciones gravitacionales causadas por un punto-masa en movimiento arbitrario. En
vista de estas razones postulamos a (11) como el tensor potencial gravitacional de
un punto-inasa en movimiento arbitrario . Esto significa que consideramos que las
perturbaciones gravitacionales producidas por un punto-masa en movimiento arbitra-
rio no depende de la aceleracion que tenga ese punto-masa en el instante de produ-
cirlas, y sélo dependen de la posicidén y velocidad que tiene en ese instante.

Para calcular el gradiente de! campo gravitacional (11) conviene obtener previa-
mente los gradientes de S y de r * V. Como ya se senalé § es una funcién de
(x!,x%2,x3 x4). Pora obtener el gradiente de § partimos de la ecuacion (5) que es-

cribimos en la forma:
(xl_ X1)2 - (xZ_XZ)Z o (x3__ X3)2 - (x4 - X4)2 —_

Derivando esta relacién sucesivamente con respecto a x?!, x2, x3, x* y teniendo

en cuenta (7), se tiene

. r
grads =;"—-‘:}— (12)

Pora calcular el gradiente de ( 7- V) escribimos a este producto escalar en la for-

ma

FeV= (2 -XY) V- (=X V- (x3-X3) V- (¢ - XN V. (13)

(I 1 4 i . "
En esta expresion son X , Xz, x3 X Yy V1" Vz’ V,_,', V4 tunciones exclusivamente
!
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de 5, y dependen de las coordenadas x1, x2, x3, x* del punto del campo a través

de esa funcién intermediaria S. Derivando (13) con respecto a x* se obtiene

3(,.,. B “‘A"’)as (v F)as+v
d x* T V) = (r d x*t dxf 1

En vista de (8) y de (12) este resultado se puede expresar como sigue:

(7. V)

oy

grad(s - v) = (#-4-1) + V. (14)

El gradiente de by de la férmula (11) se obtiene inmediatamente utilizando (12) y
(14):

_F2ulviag+Aa vl M2V, v -AL) | . .
grdd b, -—[—(?X—ﬁ!L — T (F. A 1)]:-

_ M2V, v, - 4] 5

(7-V)?

£n la Fig. 1. se ve que el plano que pasa por el punto del campo A4 y que contie-
ne al cuadrivector V contiene también a P A que es cuadrivector 7. Si se inter-
preta al gradiente de la formula (15) como un cuadrivector, segin se expuso mas
arriba, se puede decir que: el cuadrivector gradiente del campo gravitacional gene-
rado por un punto-masa en movimiento arbitrario, estd contenido en el plano bidi-
mensional que pasa por el punto del campo y que contiene al cuadrivector veloci-

dad retardada de Minkowski del punto-masa generador del mismo.

Para obtener el cuadrivector aceleracién de Minkowski de una particula ex-
ploradora del campo gravitacional (11) necesitamos el gradiente de ese campo en

una forma tensorialmente ortodoxa:
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7, by = iﬂi[l_/i:ﬁlk t A V] M[2V!-ﬁVkﬁ— O] (3. 1- ”]
(7. V)2 (7-v)*
(16)
- M2V, v, - A ] v
(r- V)2 P
Ese cuadrivector aceleracién @ se obtiene sustituyendo (16) en (3), y resulta

igual a una suma de cuatro cuadrivectores:

d=a()+a@+a3) +al(4). (17)

Esos cuatro sumandos son proporcionales a los cuatro cuadrivectores fundamenta-
les del problema:
1) el cuadrivector @(1) es proporcional al cuadrivector 7que liga al punto-
-masa en su posicion retardada con la particula exploradora;
2) el cuadrivector @(2) es proporcional al cuadrivector v velocidad de Min-
kowski de la particula exploradora;
3) el cuadrivector a(3) es proporcional al cuadrivector V velocidad de
Minkowski retardado del punto-masa;
4) el cuadrivector 4 (4) es proporcional al cuadrivector A aceleracién de
Minkowski retardada del punto masa
El cuadrivector aceleracién de Minkowski de una particula exploradora del
campo gravitacional generado por un punto-masa en movimiento arbritario, es la su-

ma de los cuatro cuadrivectores de la formula (17), que en forma explicita son:
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(12)

(02)

(61)

(81)

"[4-8)(a-2)(s-2)T]

TA-2)y-2)@-2)T- (v 2) (A -2)(2-)T+(4-2)(2-4)T+(4¢)-]

lela-e) YV 2)T+ (W 2) (A 8) (A 2)¥- (A" 8)T-(V-2)-1]

¢4 -4)
VW

¢4 - 4)

w ot

AN

I

I

|

H

(V)2

(€)z

(e

(1)2
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L.as tormulas (18), (19), (20) y (21) estdn expresadas en forma invariante, inde-
pendiente del marco de referencia. De ellas se deduce este resultado notable:

la aceleracion de una particula exploradora del campo gravitacional de un punto-
-masa en movimiento arbitrario depende de la aceleracién de ese punto-masa. Ho-
ciendo entonces mediciones fisicas de! movimiento de las particulas explorado-
ras del campo de un punto-masa, se puede deducir-es decir, medir indirectamen-
te-la aceleracién de éste. Esto significa que la sefial gravitacional emitida por
el punto-masa transmite informacién sobre su posicidn, su velocidad y su acele-

racion. Esto acaece a pesar de que el potencial no depende de la aceleracidn

del punto-masa.
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