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RESUMEN

En este articulo se presenta el biperdngulo solido que es una generalizacion
del concepto de dngulo sélidodel espacio de-tres dime nsiones al espacio-tiempo
cuadridimensiomlde Minkowski. Elelemento diferencial de biperdnguilo sdlido
se introduce coms iderando un punto misa en mov imiento en un marco de referencia
inercial. Este punto masa emite continuamente un baz elemental de fotones que
se mantiene paralelo a si mismo durante el movimiento. En elmarco de referen-
cia inercial en que el pumo masa estd ins lantineame nie en reposo, el elemento di-
ferenc fal de biperdng ulo sclido se define camo el producto del elemento de dngulo
solido tridime ns ional dentro del cual se emite el baz de fotones, multiplicado por
la diferencial del tiempo. Se establecen expresiones invariantes en las transfor-
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"Este o3 ol segundo articulo de una serie de tres que se titula Del Potencial de un Punto
Masa a los Ecuaciones del Campo en la Teoria de la Gravitacion de Birkhoff.
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maciones de Lorentz para elelementode biperingulo sclido en cualquier marco de
referencia inercial. Se introduge, en el espacio fisico, una superficie material bi-
dimensional, convexa, defamable y movil, que encierra al punto masa durante su
movimiento, Traduciendo ale spacio-tiempo de Minkowshi el objeto geometrico de-
finido por el baz elemental de fotones limiiado por e sa superficie material, y emi-
tido en un intervalo diferencial del tiempo, se obtiene el concepto de la hipercusna,
El bipervolumen cuadrimensional de esta bipercuia tiene una relac ion muy intima
conelelememode biperdngulo sclido. Se calculan ademds dos cuadrivectores

que son elemensos de volimey tridimensional de caras de la bipercusa.

El hiperangulo sélido es una generalizacién del concepto de dngulo sélido
del espacio fisico de tres dimensiones al espacio-tiempo de Minkow ski de cuatro
dimensiones de la teoria de la Relatividad Especial. Empezaremos con la defini-
cion de elemento diferencial de hiperangulo sélido. Para que ese elemento tengo
validez en la Relatividad Especial debe definirse de manera que sea invariante en
las tronsformaciones de Lorentz.

Consideramos un observador inercial que d escribe los acontecimientos. A
este observador nos referimos como al “observador origina!™ y a su marcode refe-
rencia como al “marco de referencia original™ Imaginamos un punto masa que es-
tG en movimiento en el marco de referencia original. E| elemento diferencial de hi-
perdngulo sélido estard asociado a ese punto masa. Suponemos que el punto ma-
sa estd en el instante T en el punto 7de coordenadas (X, Y, Z) y que se mueve
alli con el vector velocidad ¥ cuyas componentes son V*, VY, ¥* y cuya magni-
tudes V. Carocterizamos al elemento diferencial de dng ulo sélido par medio de
un haz de fotnes que imaginamos que sugen del punto masa continvamente. En
este articulo llamamas “fotén” a un punto que se mueve con la velocidad de la luz
c. Consideramos primero los c wtro fotone s que emite el punto masa cuando estd
en el punto 7en el instante T en las direccione s definidas por los vectores: r,
r'l'd"'f'_,, r+8r yr+dr +8¢; siendo dr y 8r diferenciales del vector r. Ele=
gimos adry a 87 de manera que los tres vectores: r,dr y 8r no sean coplanos:

cosc que siempre es posible. Los cuatro planos definidos por las parejas de vec-
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tores (r,r +dr); (r +dr,r+dr+8¢ );(r+dr+87,7+87) y (r + 87,7 ) limitan

un elemento de dngulo sélido con vértice en 7, que designamos con ). Imagina-
mos que el punto masa al estar en 77, emite en el instonte T un gran nimero de fo-
tones en direcciones comprendidas d entro del elemento de angulo sélido 4(). Es-
te haz de fotones caracteriza en faoma material al elemento (Fig. 1).

Si las trayectorias de dos fotones son dos rectas paralelas en el sistema
de coordenadas x,y,z de un marco de referencia inercial, sus lineas de universo
también seran dos rectcs paralelas en el e spacio-tiempo de Minkowski. Esas dos
lineas de universo seran dos generatrices paralelas de dos conos de luz. Como el
paralelismo en el e spacio-tiempo de Minkowski es invariante en las transformacio-
nes de Lorentz, dos fotones que tengan trayecterias paralelas en el espacio fisico
para un observador inercial, tendrén trayectarias paralelas en el espacio fisico de
cua lquier otro observador inercial. Supone mos que el punto masa emite en cada
punto de su trayecteria, y no sélo en el punto 77, cuatro fotones en las direcciones
caracterizodas, en el marco de referencia original, por los cuatro vectores:r, r +dr,
r+ 8¢, r +dr + 8r. Las trayectorias de los cuatro fotones emitidos en el instan-
te T son paralelas a las trayectorias correspond ientes de los cuatro fotones emi-
tidos en cualquier otro instante; esta afirmacion es vilida en cualquier sistema de
referencia inercial. Se puede entonces imaginar que el punto maso arrastra en su
movimiento a cuatro segmentos de trayectorias de fotones, que son los vectoresr,
r +dr, r +87,7r +dr + 8r, que se mueven paralelamente a si mismos. En to-
do instante salen del punto masa cuatro fotones que se mueven o lo largo de los
‘cuatro vectores anclados en el punto en que ocurre la emisién. En cada instante
definen los cuatro vectores un elemento de dngulo sélido 4. Imaginamos que el
punto masa emite en cada instante un haz de fotones en direcciones comprendidas
dentro de ese elemento de dngulo sélido. Para definir el elemento de hiperangulo
sélido consideramos entonces un punto masa en movimiento que emite un haz ele-
mental de fotones que se conserva paralelo a si mismo durante ol movimiento.

El elemento de angulo sélido df estd intimamente relacionado con elele-
mento de volumen d v de la pirdmide que tiene por aristas los cuatro vectores r
r,r +dr,r +8r yr +dr +8r. Laexpresién de ese elemento de volumen,

en funcion del elemento de dngulo sélido, es:
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Ese mismo elemento de volumen e s igual a la tercera parte del triple pro-

ducto escalar de los tres vectores.r, r +dr,r + Sr.
dv=‘;-(;-,:+d;}_+ 57) .

lgualando las dos expresiones para el elemento de volumen y simplifican-
do la expresion de! triple producto escalar, se obtiene para el elemento de dngule
solido o
0 = (r, dr, Or) |
.3

Intreducimos ahora un nuevo marco de referencia inercial. El_sistorm de

coordenadas x , y,, z, de ese marco de referencia se musve con un vector veloci-
dad constante V con respecto ol sistema de coordenadas del marco de referencia
original.

L lame mos acontecimiento P al paso del punto masa por el punto 7ren el
instante T en e! marco de referencia original. Sabemos que el vector velocidad
con el que se mueve el punto masa en ese acontecimiento P es V, que es ¢l mis-
mo con el cual se mueve el sistema de coordenadas del nue vo marco de referencia
inercial con relacién al marco de referencia ariginal. En el nuevo marco de refe~
rencia inercial el punto masa estd instantdneamente en reposo en el acontecimien-
to P. Llamamos a este nuevo marco de referencia “marco en reposo’’. Pora ca-
da acontecimiento de la linea de universo del punto masa hay-un marco en reposo.
Para comodidad de cdlculo suponemos que el arigen del sistema de coardenadas del
morco en reposo se encue ntra en el punto 77en el instante T, segin el observador
eriginal; y supone mos tombién que, segin el observador original, los ejes de coor-
denadas del marco en reposo se mueven de manera que sean sienpre paralelos a los

ejes correspondiertes del marco de referencia original.

Examinaremos con detalle, en el marco de referencia original, al vector 7,
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considerdndolo como segmento de lo trayectoria de un fotén. El arigen del vector

r es ¢l punto 77, lugar en que el punto masa emitié a ese fotén al pasar por alif en
el instante T.

Usamos un sistema de unidodes en el que la velocidad de la luz en el va-
cio es igual a uno. Si llamamos r a la longitud del vector r entonces el foténque
sale de 77 en ol instante T, en la direccién del vector r, llega al extremo de es-
te vector en el instamte T +r. El vector 7 separa en el espacio fisico del marco

de referencia original o dos acentecimientos carocterizados por la emisién de un

fotén en 77 en el instante T, y por lo llegada de ese fotén al extremo del vector

en el instante T +v.
Consideremos ahora esos mismos dos ocontecimientos en el marco en repo-
$0. Llamemos ;: al vector que los separa en el espacio fisico de ese marco. Los

vectores ;_y ;;utu’n ligados por la siguiente ecuwcién!?

(r V)V . (2)

F =re —— Y § ————
2
° 1 v v -v

Calculemos chora los diferencioles de ;; Hoy que tener en cue nta que fanto d;-:

como 8;: se refieren al acontecimiento P, lo que significa que V no varia en este

proceso. Escribimos a continuocion los tres vectores ;;, da y 3;; exhibiendo su

componente a lo largo del vector velocidad V

V+r;

F =

-
[11_ " f,—]

/" 2 - = L
dr-[ V odr) - — e Vidr;
/1-- A

Sr—[ —t“:‘L V+5r .

- §r ) -
'b"l-V

Con abicfo de obtener el elemento de dngulo sélido en el marco en reposo
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segun la férmula (1), es necesarid calcular el triple producto escalar (i, d;;, Si).

' Simplificando lo expresidn se obtiene:

r-r °*'V _ __

(;:; J;:; 8;;,) = T —_— (f, df; Sf )-
W]-V:l

introduciendo el elemento de dngulo sélido d{)_en el marco en reposo, y el

elemento de dngulo sélido d() en el marco de referencia original, se obtiene de acuer-

do con la férmula (1): _—
r2(r=r V)

rd d) = .
° V1= y3

. (3)

Con el objeto de expresar {1 exclsivamente en términos de magnitudes referidas

al marco de referenc ia ariginal, calculomos r3 de la ecuacién (2):

A2
P R _V!)!lz

Con aywda de este valor obtenemos de la ecuacién (3):

2
dQ}_ = £A=V) g, (4)

— —. 2

(r=2r V)

Calculando el segundo miembro de la férmula (4) en cualquier marco de referencia
inercial se obtendré siempre el mismo valar para d{)_, ya que éste estd referido al
marco en reposo del punto masa. E!segundo miembro de la ecuacion (4) es un in-
variante en las transformociones de Loarentz que se reduce al elemento de dngulo
sélido en el marco en reposo del punto masa. Como el vector r sélo caracteriza la
direccion que tiene el elemento de angulo sélido d(), es natural que ese invarian=
te no depende de la magnitud de r, y sélo dependa de su direccién. En efecto, en
lo ecuacién (4), el segundo miem bro es independientede la magnitud de r .

Para establecer ol e lemento de hiperangulo sélido portimos de! invariante

(4), expresandolo en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones de Minkowski que
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es ¢l morco de referencia notural para la teorio de la Relatividad Especial. En es-
te espacio-tiempo (T, X, Y, Z) son las cuatro coordenadas del acontecimiento P
que comresponde al paso del punto masa, en el instante T, por el punto (X, Y,Z).
A los coordenados del acontecimiento P las designaremos indistintamerte con (T,
X,Y,Z) ocon (x’,x’,x’,x‘). Usaremos literales mayisculas para designar.
acontecimientos de la linea de universo del punto masa; tamb ién usaremos mayis-
cvlas para designar la velocidad y la aceleracidn del punto masa y las componen=

tes do los mismas. Los coordenados de otros acontecimientos las designoremos
con literales mindsculas, v.g. (2,%,y,z) o (x!,x%,x3,x4). El cuadrado del ele~

me nto de arco en el e spacio de Minkowski estd dodo por?2

ds? = Adjdx’ dx! = di? = dx? ~ dy? - dx?

L lamaremos L a la linea de universo del punto masa. Elegimos en esa li-
nea a un acontecimiento fijo para origen de los arcos. Sea 5 la longitud del arco
medido o lo largo de L, desde 8! ocontecimiento fijo hasta wl ocontecimiento P.

Las coordenadas de P son entonces funciones de S:

T=TE)=X"(5); X=X(5) =X (5);
Y=Y(S) =X (5); Z=2(5) =x"(s).

Al cuadrivecter velocidad de Minkowski del punto masa lo designaremos?

con V. Sus componantes contravariantes 3on

dx?t

vi= —

ds

En este orticulo todos los indices tens ciales vorion de 1 6 4. Del cuedrode del

elemento de arco se obtiene inmediatamente la relacién
ds=vV1=-Vv dT,

con cvya ayuda se calculan las canponentes contravariantes del cuadrivector velo-
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!cidd:
v
Ji-v 1=V '

3 vY ;

4 V
AL —=
V] -V 1=V

En estas férmulas, el nimero 2 es un exponente cuando apurece a la derecha y arri-

ba del simbolo “V” dentro de o raiz cuadrada; fuera de la raiz cuadrada, y en esa

mismo posicién, el nomero 2 es un indice tensorial.

Consideremas ahara el cuadrivector 7 cuyo aigen es el acontecimiento P
en el que un foton parte del punto 77 en el instante T, y cuyo extremo es el aconte-
cimiento A en el qua ese fotén llega al extremo del vector r. Si llamamos (£, 7,

{) a los componentes del vector r, entonces la magnitud de ese vector'sers:

r = Vv f’ +-rf + Cz
y las componentes del cwdrivector r son

f (ftg;ng) .

Para el producto escelor de los cuadrivectores ry V obtenemos:

* 2
POV = Airivl = A A Ay el A

2
-V
Este producto escalar puede expresarse como:

- ~ r=9 *V
r .V =
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Con ayuda de esta Gltima férmula se obtiene para el invariante (4):

r2 d(}

Para definir al elemento de hiperdangulo sélido es necesario cons id:;ar, ade-
més del ocontecimiento P (T,X,Y,Z), al acontecimiento Q de la linea de universo
L del punto masa, correspondiente a la longitud de arco § +dS. En la linea de uni-
verso L estdn situados enitonces los acontecimientos Py Q; el acontecimiento Pco-
rresponde al arco S y el acontecimiento Q al arco § +dS. El elemento de arco PQ
es un intervalo temporaloide, yo que es una porcion de la linea de universo del pun-
to masa. En consecuencia dS es real. Dados dos acontecimientos de la linea de
universo del punto masa, siempre se puede designar a uno con la letra P y al otro
con Q, de manera que PQ = dS seo, ademds de real, positiva. Definimos al ele=

mento de hiperangulo sélido como ol escaler
dif = ——— ds . (6)

E| elemento de hiperdngulo sélido estd entonces asociado a un elemento de arco
ds de la linea de universo de un punto masa. En coda acontecimiento emite ese
punto masa un haz slemental de fatones, dentro de un elemento de angulo sélido
d(l, y en la direcc ién del cuadrivector r. El elemento de hiperdngulo sélido d ¥
definido en (6) es invariante en las transformaciones de Lorentz, ya que son inva-
riantes sus dos foctores, el (5) y ladS. En el marco de referencia en reposo se

tiens
dH = and'Tﬂ ,
ya que en este marco la dS es igual al interva lo de tiempo dT_. En el sistema.en

reposo del punto masa, el elemento de hiperang o sélide se reduce antonces al pro-

ducto del elemsnto de dngulo sélido por el intervalo de tiempo.
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En seguida demostraremos que existe una férmula andlogo e la (1) que liga al ele-
mento de hiperdngulo sélido (6) con un hipervolumen. En la férmula (1) el nume-
radores el triple de volumen de una pirdmide elemental y el denominador es el cu-
bo de lo oristo de esa piramide. .Pora obiener en el espacio-tiempo el objeto geo-
metrico andlogo a dicha piramide, imaginamos las lineas de universo de los fotones
que salen del punto masa cortadas por una hipersuperficie T' (Fig. 2). Para gene-
rar una hipersuperficie de esta indole se puede utilizar en el espacio fisico una su-
perficie material bidimensional, cerroda y convexa, deformable y mévil, que encie-
rra al punto masa. Esta superficie material se mueve en el espacio fisico, defor~
mandose, pero manteniéndose convexa, encerrando siempre en su interior al punto
mosa. De aqui en adelante llamaremos brevemente “superficie material’’ al objeto
geométrico qus ocabeamos de describir.

Cada punto de la hipersuperficie T en el espacio-tismpo es un acontecimien-
to definido por e! paso de un punto de la superficie material por un punto del espa-
cio fisico en un instante determinada. Cada fotén que emerge del punto masa cho-
ca olguna vez con la superficie material. Este choque es un ocontecimiento de la
hipersuperficie I'. Encada linea de universo de fotén que emerge del punto masa
queda definido asi un cuadrivector que liga a aquel acontecimiento en la linea de
universo del punto masa que consiste en ki emisién del fotén, con el acontecimien-
to de lo hipersuperficie T que consiste en lo llegada del fotén a la superficie ma-
terial.

lamaremos “rayo de luz"” a la trayectoria de un fotdn en el espacio fisico.
Todo rayo de lwx qus emerge dsl puntc moso corta o o superficie materiol en unso-
lo punto, ya que este Gltima es convexa. En consecuencio, toda linea de universo
de fotén que es emitido por el punto masa, corta a la hipersuperficie I' en un solo
acontecimiento.

Pora determinar la direccién de un rayo de luz en e) marco de referencia
original utilizaremos como es costumbre, los angulos Gy . El dngulo Ges el
que forma la porcidn positiva del eje Oz con el rayo de luz; el dngulo ¢ es el que
farma la porcién positiva del eje Ox con la proyeccién del rayo de luz sobre el pla-
no xOy. La parejo de éngulos (B,¢)caracteriza una direccién en el espocio fisi-

co del marco de referencia original.
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Estableceremos ahora una ecuacion que caracteriza a la hipersuperficie T

A cada acontecimiento de esta hipersuperficie le ascciamos un fotén; se trata del
foton que, siendo emitido por el punto masa, define al chocar con la superficie ma-
terial precisamente aese acontecimiento de I'. Para caracterizar al acontecimien-
to de I' utilizamos tres parametros: el primero es la longitud de arco § que locali-
za en la linea de universo L del punto masa al acontecimiento emisién del fotén;el
segundo y el tercer pardmetros son los angulos Oy ¢ que caracterizan la direccidn
del rayode luz de ese fotén en el marco de referencia original. El parametro § es
la longitud de arco de Minkowski medida a lo largo de L, desde un * origen de arcod’
en esa misma linea de universo, hasta el acontecimiento emisién del fotén. A ca-
da acontecimiento de I' le corresponden entonces los tres parémetros (5, 6, «) que
son sus coordenadas Gaussianas. La hipersuperficie I' se puede definir por el
tiempo r que tarda el fotén, asociodo a un acontecimiento de T, en ir desde suemi-
sién hasta lo superficie materiol. Ese tiempo r es funcién de § que caracterizaal
acontecimiento emisidn del foton, y también es funcidn de los dngulos Oy o que
caracterizan la direccién delrayo de luz del fotén. La hipersuperficie I' estd da-

da entonces por la ecwcidn:
r=F (S.rlei t:F’) ’

en donde suponemos que F es una func ién continua con primeras derivadas conti=

nuas. Como oqui utilizamos unidades en las que la velocidad de la luz en el va=

cio es iguala uno, r es, ademds del tiempo que tarda el fotén en ir desde ol punto
masa hasta la superficie material, tombién la longitud del vector que el fotén reco-
rre en el espacio fisico entre el punto masa y la superficie material.

En el ac ntecimiento P cons ideramos especialmente cuatro fotones que son
emitidos porel punto masa en P en las cuatro direcciones (6,¢); (6 + d6, ¢ +do);
(6+86,9p+3¢); (6+d6+86,9+dp+3¢). A esas cuatro direcciones correspon-
den cuatro tiempos que son los que tardan los fotones res pectivos en llegar desde
el punto masa hasta la swerficie material. Los cuatro tiempos son iguales a las
longitudes que esos fotones recorren enelespacio fisico desde el punto masa has-

ta la superficie material. Estos cuatro tie mpos son:
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r=F (S, 6 9);
r+dr=F(s,0+d6,o+dc),

r+dr=F(§,6+56, o+ d)
r+dr +ér = F(S,0+d6 + 036, otdo + ¢

Llanamos r al cuadrivector que tiene origen en el acontecimiento Py su extremo
en la interseccion de la linea de universo del foton de direccidn (&, @) con la hiper-
superficie I'. De un modo consistente llamamos r +dr, r + 8 y r +dr + 8 a los
cuadrivectares que tienen sus origenes en P y sus extremos en las intersecciones
con la hipersuperficie I', de las |[{neas de universo de los fotones que salen de P

en las direcciones

(6+d6,p+do); (6+ 56, ¢ +5¢)

(6+d6+ 86, o+do+ dq)

A los extremos de los cuatro cuadrivectores r, r +dr,r +8¢ y r +dr +87 les lla-
mamos A, B, C y D espectivamente. Como la Fig. 2 representa en el plano bidi-
mensional una situacion geométrica del espacio-tiemp6 de cuatro dimensiones, fue
necesario encimar a los cuadrivectores r y r + 57 'y también alos cuadrivectores
r +dry r+dr +57. Poreso aparecen en lo Fig. 2 los ocontecimientos Ay C
representados por un solo punto; también estdn encimados en un solo punto los acon-
tecimientos By D.

l.as consideraciones que hicimos para el acontecimiento P las repetimos
ahora para el acontecimiento Q. Fijamos nusstra atencidn en las lineas de univer-
so de los cuatro fotones que salen de Q en las direccicnes (6,¢); (6 +d6, @ +do);
(6+86,p+8¢p) y (6+d6+86, o+ dop+ 8¢). En esas cuatro lineas de univer=
so definimos se gme ntos cortdndo las con la hipersuperficie I'. Lamamos ahera 7 +
Ar, r +Ar +dnr+Ar +87r y r+Ar+dr + 8¢ a los cuatro cuadrivectores a lo
largo de esas cuatro lineas, que tienen su origen en O y su extremo en la hipersu-
perficie I'. Sean r + Ar,r + Ar tdr,r +tAr +6r y r +Ar +dr + 0r los cuatro
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intervalos de tiempo que la luz tarda en recorrer cada uno de esos cuatro segmen-

tos de lineas de universo de fotones. Recordando que la ecuacién de la hipersu=-

perficie I es r = F(S, 6, ¢), tenemos:

r +Ar = F(§ +dS, 6, ¢);
r+Qr + dr = F(S+ds,0+d6, @ +dg);
r+Ar+8r = F(s +ds, 0+ 86, ¢+ 8¢);
r+Ar +dr +8 =F(s +ds,0+d0+ 86, ¢ +de+8¢).

A los extremos de los cuadrivectares r +Ar,r +Ar+dr,r +Ar+ 87 yr +Ar+
dr+5¢ les llamamos a, By, & respectivamente. En la Fig. 2 fue necesario encimar

a los dos cuadrivectores r +Ar yr +Ar +87: también fue necesario encimar ar +
Ar+dryar+Ar +dr+8 . En consecuencia, en la Fig. 2 se confunden los pun-
tos ay 7y, asi como tambiéen By 8.

De las consideracione s anteriores se deducen las siguientes relaciones:

OF JOE . OF OF QF
dr=——d0+ ——d¢)  Sr=—— 50+ — CAr= 2L e,
35 3cp CP 4 39 89 acp SCP; Af Bs dS

Las lineas de universo de los fotones que pasan par P son las generatrices
de un cono de luz que {lamamos el ‘“cono 1*. Las lineas de universo de fotones
que pasan por el acontecimiento Q son las generatrices de otro cono de luz que lla-
mamos el ‘‘cono 2” (Fig. 2). Los cuatro cuadrivectores 7, r+dr,r +8r yr +dr+
87 son segmentos de feneratriz del cono 1. Los cuatro cuadrivectores r +Ar, r+
Ar+dr,r+Ar+8f yr+Ar +dr + 87 son segmentos de generatriz del cono?.
Sean ¢,x,y,z las coordenadas de un acontecimiento del cono 1. Las ecuaciones

parametricas de este cono son:

t=T *r;
x =X +trsen Gcos ¢ ;
y =Y + rsen Gcos P ;

z =Z +rcos B .

Las componentes contravariantes del cuadrivector que liga a P con el acontecimien-

to del cono ] son | |
(r, r sen Hcos ¢, r sen Osen ¢, r cos 6).
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Se comprueba féacilmente que la longitud de este cuadrivector es nula, lo quees con-
secuencia de que se frata de un segmento de linea de universo de fotén. El acon=
tecimiento P(T,X,Y,Z) es el vértice del cono 1; los parametros r, &, © son las
coordenadas Gaussionas en el cono 1.

El vértice del cono 2 es el punto:

1 2 3 4
QT +V ds,X+V dS,Y+V dS,Z+V dS);

1 2 3 4 _ _
endonde V ,V,V,V son las componentes contravariantes del cuadrivector velo=-

cidad del punto masa en el acontecimiento P. Sean ahora ¢, x,y,z las coordenadas

de un acontecimiento en el cono 2. Las ecuaciones paramétticas de este cono 2

L 1)

1
=T TV dS +f;

xs X +V'dS +r sen 6 cos P ;
3
y=Y +V dS +rsen Gsen o ;

4 .
2= 2tV dS +rcos € .

Los componentes contravariantes del cuadrivecter que ligo o QO con el acontecimien-
to del conoson: (r,r sen Gcos ¢, r sen & sengp, rcos £). La longitud de este cua-

drivector es nula,
Los parémetros r, 5, pson las coordenadas Gauss ianas en el como 2.

Al establecer el elemento de dngulo sélido en el espacio fisico de tres di-
mensiones cons ideramos el elemento de volumen de una piramide. El caso delele-
mento de hiperdngulo sélido en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones correspon-
de a esa piramide un cbjeto geométrico que llamamos “hipercufia®. E! hipervolu-
men de esta hipercuio estd constituido por los segmentos de lineas de universo de
fotones que salen del punto mosa entre los acontecimientos P y Q, dentro del ele~
mento de dngulo sélido d(); los segmentos tienen un e xtremo en un acontecimiento
de la {inea de universo del punto masa, y el otro extramo en la hipersuperficie T.

En lo lo Fig. 2 lo hipercuiia tiene por vértices les ac ontecimientos:

PrQr ABCD; Q, 181708 .
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Llamo mos “tapa” de la hipercufic al paralelepipedo ABCD a By3. La hipercuiia
tiene dos caras cénicas: la PABCD y lo Qo By 8. Las caras cénicas de la hi-
percuiia son regiones de los conos 1 y 2, Ademds de la tapa tiene la hipercuiia
otras dos coras llaros que llamamos “flances”. Un flancoes PQBD 38 y el ofro
flancoes PQAC ay.

Reunimos en una tabla a las coordenadas Gaussianas de los acontecimien-

tos A,B,C;D del cono 1 y a las coordenadas Gaussianas de los acontecimientos

a,ﬁ,‘y,s *l cono 2.

TABLA 1

Coordenadas Gaussianas

Acontecimientos
Ty 1 %

e e

a

---
I G K R
BN G0 L
I G I R

Las componentes contravariantes de cuc uiera de les cuatro cuadrivectores PA

PB, PC, y PD contenidos en el cono 1 se calculan como sigue:

(r,07, 3en 6 cos @ ,r sen & sen 9,7, <08 G ).
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Esas cuatro expresiones representan fambién las componentes contravariantes de
los cuadrivectores Qa, 083 QV, Q& contenidos en el cono 2.

Dos cuadrivectores son paralelos, cuando las cuatro componentes contrava-
riantes de uno, son equimdsitiples de los cuatro componentes contravariantes del
otro. Es ficil comprobar los siguientes paralelismos ente las aristas de la hiper-

cuna;

PA| |Qa; PBl|0B Pcl]Qy; Pp||Q§;
AB||cp||aB||v8;

Ac||BDflay|| B8 ,
AD||BC || ab || By .

Estos coralelismos justifican nuestra ofirmacién que la tapa de la hipercuia es un
paralelepipedo.

Procedemos ahora a calcular el hipervolumen cuvadrimensional-de la hiper-
cuiia. El elemento de hipsrvolumen serd el hiperparalelepipedo cuadrimensional
(Fige 3) A'B'C'D'A"B"C'D a2 iy §'a* Bry* 8" . Los ocho vértices latinos estdn
enel cono 1y los ocho vértices griegos estdn en el cono 2. La Tabla 2 contie-
ne a las coordenadas Gaussianas de lcs 16 vértices, En'la tabla ‘‘7”' designa a
un parametro variable que variard entre cerd y ro  E| hiperpara lelepipedo e lemen-
tal barre toda ka hipercuic al variar Tentre ceroy r. Para 7= 0 el hiperparalele-
pipedo esté odyacente al *filo" PQ de la hipercufia; para 7= r el hiperparalelepipedo
es# odyocente a lo tapo de la hipercuiia.

Hay ocho cuadrivectores g ue tienen su crigen en P y su extremo en los ocho
vértices designudos con letras latinas en lo Tabla 2. Todos estos cuadrivectores
estdn en el cono 1. Ofros ocho cuadrivectores tienen su origen en Q y su extre=
mo en los ocho vértices designados con letras griegas en la tabla 2, Estos ocho
cuadrivectores estdn en el cono 2 Fig. 3. Las componentes contravariantes de

tes 16 cuadrivecteres, ocho con sus crigen en Py ocho con su origen en Q, son
(r.,r, son 91 cos ¢ , 7, sen 91 sen ¢, 1, cOS ) .

Sean F y G dos acontecim isntos cualesquiera del cono 1; las componentes
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contravariantes del cuadrivector Fﬂb se obtienen como diferencias de las componen-
tes contravariantes de los cuadrivectores PGy PF. Sip y ¥ son dos aconteci=

mientos cualesquiera del cono 2, se tienen las ecuaciones obvias:
‘I"q’ ® QTI'. - Q‘&) M
F& = Q’&) + IJQ - P‘F ®

Estos relaciones permitencalcular las componentes contravariantes de cualquier
cuadrivector cuyo origen y cuyo extremo sean vértices de la Tabla 2,
Se comprue ban fdciimente los paralelismos do‘lu cuatro jusgos de aristas:

A'B"||c"B || ||v'8" | |8 || B ;
A'c'||8'p"||a"c"||B"D"||a'y' || 88" ||a"Y" |1 BY" ;
A'p'||p'c'||a'p"||B'c"||a'8" |1 8"y | |8 || BY" ;

Aa (B[ [c'c [ 100" [ [o'a' [ 441" [187"

A'B' l lC'Dl l

Para ealcular el hipervdumen cuadridimensional de nuestro hiperparalele-
pipedo elemental se requieren solamente los cuotro cuadrivectores A'B', A'CIA'A",
A'a' . Para abreviar utilizaremos la siguiente notacién:

F * -~ -~ I‘H e q
du = A'B'; dyv = A'C'; dT= A A ;du = Ao .

De la Tabla 2 se ve que cuando 7= 0 A',B, C' y D' se confunden con P y a, ',
¥*y 8 se confunden con Q0. Se ve ademés que cvando T = r,A= A,B'sB,C=C,
D'sD,a=a,Bepf,v'ey, 8=8. Al vaiar Tdesde 0 hasta r, ol hiperparale-
lepipedo ele mental recorre lo hipercuiia desde el filo hasta la tapa. Paro obtener
el hipervolumen de I hipercufia hay que integrar ¢! vdumen del hipergaralelepipe-
do elemental desde que 7 vale cero hasta que 7 vale r,

Para calcular ol hipsrvolumen de lo hipercufia es necesario introducir el
pseudotens or® E ix1que se deriva de un modo muy sencillo de! sistema totalmen-
te antisimétrico €ihl En el e spac io-tiempo de Minkwski los indices de estesis-
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TABLA 2

146

COORDENADAS GAUSSIANAS

9

|

@ +db

6+ 86
6+ d6 + 86

6 +d6
8+ 86
B+d0+ 86

& +db
6+ 86
E+d6+ 868

8+d6
& +86
O+d0+ 86

¢+ do

¢t S¢
¢ +dotdp

¢ +de
¢+
¢+dpt+op

¢ tdo
¢ +3¢
¢ Hdo + 3¢

¢tdo
¢ + d¢
cp-l'JqH' SCP



temo varian de uno o cvatro. El sistema e .., se define por medio de la ecuacio-
nes:

¢ ny = 1 cuwando ifkl es una permutacién por de 1234;
e, a1 = ~ ) cwando ifkl es uma permutacién impar de 1234;

e;ar =0 si dos cwalesquiera de los cuntro indices son iguales.

El sisteno €4k) MO €3 un fenscr. Se construye, a partir de ese sisterq, un pseu-
dotensor ¢ an oyudo del determinonie A del tens or métrico fundamental By s

&H: IAijI ®

El pseudotensor E nl s define como sigue:

Eiint = -—]/_—_-; €kl
- A

En ol sistern de coordenadas que utilizamos en este articulo para el espocio-tiem-
po de Minkowski A= «~1y Veh= +1. Ennuestrocaso particular, que es el
de una geomeiria pseudoecuc!idiana, coincidenel pseudotens or Esinl Y ¢l sistema
comp le amente antisimétrico € ikl

El elemento de hipervalumen del hiperparale lepipsdo cuyas aristas son los

cuatro cwadrivectores du, dv, d T, d;?; es igual a

Esta expresién es ol determinante de cuarto orden cuyos cuotro renglones estan for-
mados par las componentes confravariantes de los cuadrivectores du, dv,d 7, dw .
Ejecutando las operaciones se obtiene:

+ sen G|dGde (Vl- v sen Oces P v sen Gsen P = v* cos 6YdsTd dT .

568

El nomero dos a lu derecha y orribo de 7 es un exponente; los indices de la letro

“v” son tensoricles.
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El hipervolumen dv de la hipercyiia se obtiene integrando el elemento de hiperve lu-

~ men ¢on respecto a T desde 0 hasta r:

]

dy = ..3-r3 sen O (d0de (Vl- v’ sen Bcos P~ v’ sen Osen P = v' cos 6)as .
50 d¢

Lo expresién dentro del paréntesis tiene una mlacién muy simple con el producto
escolor v * V » A“r‘ v! de los cundrivectores ¢ y v cuyas componentes contra-

variontes son:
r(r,r sen Ocomep,r sen Gsen @, 7 cos O);
-~ 1 2.3 &
viv,v,v,v)i
. 1 2 3 ‘
r *ParV =tV sonbcos 9=rV senlsengp=-rV cos O .

“ Usando este roduc to escalar se cbtiene para ¢l hipervolumen de la hipercufia:

dv::.l(?'f’)r’ sen & as .

3

dBd
58o¢

Siempre es pasible selecciomar las designaciones de los dngulos de mane-

ra que el determimante

d6dy
683¢

sea positives El producto de ese determinante porel senGes igual al elemento de

ongulo sélido

505

Parc el hipervolumen de Ja hipsrcuic se cbtiene entonces:
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dy = .Jé.ﬂ (r9)dQds .

De aqui se obtiens inmediatamente:

r2d0ds = S8V .
(r +¥)

Sust ituyend o esta exgesién en la férmula (6) se cbtiene para el elemento de hipe-

rangulo sélido:

dH = 34;3 . (8)
(r + )

De los aristas de lao hipercuiin las sig uientes ocho son segme ntos de lineas de uni-
verso de fotones (Fig. 2):

PA: PB: PC: PD,QG-,Qﬁ,Q')’,QS d

A estas aristas les llamamos “aristas de luz®. El producto escalar (r * ) s lo
proyeccién de la arista de lwz 7 sobre el cuadrivector velocidad ¢ del punto masa,
ya que este ltimo es wnitario. La direccion del cuadrivector ¥ es la del filo PQ
(Figs 2) de la hipercuia.

Lo férmula (8) expresa el siguiente resultado: el elemento de hiperdngulo
sélido es igual ol triple del hipervolumen de la hipercuiia asociada, dividido entre
el cubo de ka proyeccién de la aristo de lux sobre el filo de la hipsrcufia. La férmu-
la (8) expresc ademas al elemento de hiperdngulo sélido en forma invariante.

Para algunas aplicaciones del elemento de hiperédngulo sélido es necesario
expresar el volumen tridimensional de la topa de la hipercuifia como un cuadrivector.
Esta tapa es el paralele pippdo ABCDaByS (Fig. 2) que queda definido por sus fres

aristas concurrentes, lcs cuadrivectores:
AB, AC y Aa .

Para calc Uar estos cuadrivectores los expresamos como las diferencias:
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A“BHPB"PQ;
AEIP&-PZF
Ao =« PQ +Qua=-PA

A continuwacién de la Tabla 1. se expone como se calculan las componentes contra-
variantes de los cuadrivectores que aparecen en los segundos miembros de las tres
ultimas ecuaciones. Designamos a las componentes contravariantes de los tres
cvodrivectores AB, ACy Acrespectivamente con AB’, Ack Yy Aa.t.

Las componentes covariontes del cuadrivector volumen de la tapo de la hi-

~ * f

parcuiic se obtienen con oyuda del pseudotensor E jinl * Lllamos 4Q) al cuadri=
vectar volumen de la tapa de la hipercuia, y d{l, a sus componentes cowariantes.

Tenemos entonces
| k4l

Como en el sistema de coordenadas que utilizamos , el pseudotens o E Y. s numeé-
rica mente idéntico al sistema unitorio totalmente ontisimétrico € ikl las compoee
nentes J(). son los determinantes de tercer orden, con su signo corres pondiente,

generados por lo matriz de tres por cuatro elementos cuyos tres renglones estén cons-

tituidos por ks componentes contravariontes de los tres cuadrivectores
AB, AC, Aa .,

Para poder ohfener e xpresiones monejables para las componentes del cua-
drivector dS] intreducimos la siguienfe notacion.

QO = ,df d@’ds . (9)
or 66

Be |drdo|ds . (10)
or S¢p
06 ¢
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Las componenfes covariontes de dﬁ son enfonces:

{"‘ [~7V" sen ¢ + V" cos o] a

+ [-:-erun Ecos Fcos cp-rvasen 0 cos Osenc tev' sen’6 ] B
df) = (12)

+ [r2v” sen?6 cos cp+r’V3un2'53m P +72v " sen Hcos 8]y

+yp2 OF sen Oy
oS -

+ [rV' sen Hcos Ocos P - V' senOcos w] B .

+ [er sen ¢ - rVa senl =1V cos Osen @] a
(13)

+ [ =12V sen Ocmp=12.OF gon Gcos 4]
oS

+ [ rv' senBcos O sen P - rv' sen Osen 0] B N (14)

OF
oS

{'l' [- er cosp + ernn g+ rV‘cos 6 cos ] a

+{ = r’Vlunz Bsen ¢ =r2 sen? Osen °P] Y

+ [#V’ cos Osen =1V cos O cos 0] a

d0 ad+ [=rV sen20+rv sen Gcos @ +rV senOsen] B . (15)

+[~r2V" senGcos 6-12 OF son fcos 6] 7
oS

En estas férmulas los indices supericres de la letra “V” son indices tensoriales ;
esos mismos indices supericres en la letra *'r"’ y en las funciones trigonométricas

son expomne ntes,
Calculemos el flujo del cuadrivector 7 a través de ki tapa de la hipercufia;
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este flujo es:

dbd
3G d¢

; . dﬁ = =7ri sen 9(;‘. ‘7) ds ¢ (16)

Comparando este resultado con la férmula (7) obtenemos:

F.dﬂ=-3dv (17)

Esto significa que o walor absoluto del flujo de la arista de luz de la hipercuiie o
través de la tapa de lo misma,-es igual al wiple del hipervolumen de diche hipercuiia,
Pora el producto escalar del cuadeivector velocidad ¥ con el cuadrivecter 40} , 8lo-
me nto de volumen de la tapa de lo hipercuiia, se obﬂorp:

0 .dlmtsen 5(;-9)_?_5_.&9 d6dey (18)
9§ 50 8
Comparando este resultado con la férmula (7) se deduce:
p-dﬁ- .3_ .?_l..:...dl) (19)

r 2s.

Calcularemos ahora el cuadrivector elgmento de volumen tridimensional en

lo cara cénica PABCD de lo hipercuim (Fig. 3). Ese elemento de volumen tridimen-

' ' " n _H_»

sionol es el paralelepipedo slemental A'B'C'D' A"B"Cc"D". Llamaremos dA a ese
cvadrivector elemento de volumen. E| paralelepipedo elementale std definido por

los tres cuadrivectores:
A'B., A.C., AlAu .

Para designar e stos cuadrivectores utilizamos atra vez la notacién abreviada que

vsamos o} calculor el hipervolume n de la hipercufa. Las componentss coverione

tes del cuadrivector dA son entonces:
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— A

Ejecutando los cdlculos se obtiene:

dA. =7 senOndT,;

dA, = Tsen? Gcos ondT;

(20)
dA, = =7 sen? OsenondT ;
dA, ==12senbfcos OndT
Para abreviar vtilizamos lo notacion:
n= }dfde (21)
$68¢

En consecuencic sen8m es igual al elemento de dngulo sélido 412 .
Paro expresar el cuadrivector dA en forma compacta conviene introducir al

cuadrivector 7= PA (Fig. 3). Las componentes covariantes de T son:

i

n=T

T, ==Tsenbcos ¢ ;

(22)

7. ==Tsen Usene ;

'T;=-'rcos9

Poara el elemento de volumen de la cara cénica 1 de la hipercufia obtenemos:

dA = TdTdQ0F . (23)

Ademds de haber e xpresado el elemento de hiperdngulo sélido dH en tér-
minos del hipervolumen dv de la hipercuiia asociada, hemos calculado dos cuadri-
vectares elementos de volumen tridimensional: el cuadrivector df) que representa

a la tapa de Jo hipercuiia y el cuadrivectar dA . elemento de volumen de la cara cé-

153



nica situada en el cono de Juz 1.
En el articulo futuro mostraremos que ¢! hiperéngulo sélido desempeiia en

el espacio-tiempo de Minkowski un papel semejonte al que desempeiia e! dngulo sé-
lido ordinario en el espacio fisico, al cakular flujos de grodientes generados por

fuentes puntuales de potencial.
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