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Se describe un étodo de alta precigh nunérica para la aproximaan de la soludn de la ecuaéin de Schidinger con potenciales inde-
pendientes del tiempo. El esquema combina&iato de elemento finito discontinuo "Local Discontinuous Galerkin” para la discrétizaci
espacial y aproximaciones racionales/m]-Pad para el avance en tiempo. Se analiza la consé@wad® los aalogos discretos de la
probabilidad y eneiig. Los experimentos nugricos validan la conservani de los invariantes y adérs muestran que para problemas su-
ficientemente regulares elatodo converge con orderi™ + k1!, dondeh y T son los paametros de discretizam en espacio y tiempo,
respectivamente; y es el grado de los polinomios en la aproxin@cespacial.

Descriptores: Ecuacdn de Schidinger; neétodos de elemento finito discontinuoétado LDG; aproximaciones de Fgdrétodos conser-
vativos.

A highly accurate numerical method is described for the approximation of the solution of thid®gjar equation with time-independent
potentials. The scheme combines the Local Discontinuous Galerkin finite element method for spatial discretization an¢htgtignal

Pack approximations as time advancing scheme. The conservation of the discrete analogue of the probability and energy is analyzed. Nume
rical experiments validate the conservation of the invariants and also show that for sufficiently regular problems the method converges with
orderm®™ 4 hP*T! whereh andr are the discretization parameters in space and time, respectively;iaritle polynomial degree of the

spatial approximation.
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1. Introduccion dominio pueden ocasionar unardida en el orden de conver-
gencia. Por lo general estas asumen nodos fantasmas fuera
Debido al papel trascendental que juega la ecmde del dominio.
Schibdinger en la meinica ciéntica, el desarrollo deétni- En virtud de estas restricciones, preferimos una discre-
cas para el @culo de su soluén ha sido de gran intés. tizacion espacial de elemento finito la cual posee mayor
En el caso de potenciales que no dependen del tiempo, eérsatilidad y flexibilidad. Espéicamente, consideramos el
procedimientoipico se basa en el&vodo de separam de  método “Local Discontinuous Galerkin” (LDG por sus siglas
variables. La soluéin se expresa como una serie cuysi-  en ingks), originalmente digeado por Cockburn y Shu [11]
nos se escriben en furaei de a) los estados estacionarios lospara problemas transitorios de diftisiy convecdn no li-
cuales dependen de los auto-vectores y auto-valores del opeeal. Este ratodo se caracteriza por no imponer continuidad
rador Hamiltoniano; y b) los coeficientes de la expansie  entre celdas, por lo que su formulaeivariacional puede em-
las condiciones iniciales con respecto a estos estados, ver galearse de manera natural en mallassrgenerales, concreta-
ejemplo Cap 2, [13]. mente aquellas en 2D y 3D que contienen nodos colgantes.
Desafortunadamente, ellculo de estas funciones y Ademas permite aproximaciones de orden arbitrario en cada
enerdas caractésticas del sistema no es trivial para poten-celda, lo que resulta apropiado para esquemas adaptativos en
ciales y dominios arbitrarios. Esto ha motivado el desarroespacio y en el grado de aproximai
llo de una amplia variedad de&todos nuréricos los cua- La aplicacén del método LDG a la ecuaén de Schidin-
les combinan distintagtnicas de discretizdm en espacio ger se ha enfocado principalmente en aquellas con potencia-
y en tiempo. Por suakcil implementadn, el nétodo de di- les no lineales. El primer trabajo se remonta a Xu y Shu [23]
ferencias finitas ha sido el preferido para la discretémacie =~ donde los autores presentan el primeélesis de conver-
los operadores espaciales. Sin embargo, éstdda presenta gencia para un potencialibico. Estimados de convergen-
ciertas limitaciones: las mallas deben ser uniformes en cadzda optima fueron obtenidos as tarde por Hong, Li y Liu
una de las direcciones espaciales, lo que no permite el uso fiE5]. Métodos LDG superconvergentes y Galerkin disconti-
técnicas adaptativas en espacio; y por otro lado, para obteneuos hbridos han sido recientemente propuestos por Casti-
alta precisbn se requiere dedfmulas de diferenciaon las llo y Gémez [7]. El nétodo tamkin ha sido analizado pa-
cuales de no tratarse con extremo cuidado en los bordes del la ecuadin de Schidinger con operadores diferenciales
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fraccionarios y potenciales no lineales en la Ref. [5]; y en2. Discretizacbn espacial LDG

la Ref. [4] para el sistema fraccionario de Klein-Gordon-

Schibdinger con interacon generalizada de Yukawa. La La ecuaddn de Schidinger describe la evolum del estado
conservadn de la probabilidad y de la enéagha sido am- cuantico de una paitula de masa: mediante una funon de
pliamente estudiada. Utilizando una variante détedo de  valor complejoy(z, t) cuya magnitud al cuadrado representa
Crank-Nicolson, en la Ref. [6] se demdsta conservaéin  |a densidad de probabilidad de la presencia de laquéaten
de estos invariantes para la eciéacile Schiddinger con po- la posicbnz en el instante:

tenciales no lineales arbitrarios; mientras que en la Ref. [8] se

propuso un esquema en tiempo que conserva ambos invarian- oY

tes en sistemas de Séldinger fuertemente acoplados por un har ot =H), @
potencial no lineal.

A diferencia de nuestros trabajos previos, donde utilizadonde 7 es la constante de Planck reducidd(-) :=
mos netodos de composien para obtener mayor pred@si  —(h?/2m)A(-)+V (x,t)(-) es el operador Hamiltoniano que
en tiempo manteniendo la consendcide ambos invarian- describe la enefg total del sistema. Este se compone de
tes, aqiiconsideramos un esquema de avance en tienfiso mun operador relacionado con la eriargirética y otro con
sencillo, el cual se deriva de la aproximacide la funcdn  la energa inducida por el potencidl’ : RY x R — R,
exponencial mediante funciones racionales, conocida comé= 1,2, 3, el cual consideraremos independiente del tiempo.
aproximacbn [n/m]-Pack o simplemente PadEstaécnica  Para una introducth al tema poda consultarse [13].
ha sido extensamente estudiada y aplicada en la aproxima- Por claridad en la presentéai nos restringimos a domi-
cion nurrerica de ecuaciones diferenciales lineales ya seanios unidimensionales, para la discretifecidel operador la-
ordinarias o parciales, ver por ejemplo los trabajos pioneroplaciano en el caso multidimensional se remite a [2, 3]. La
de Varga [22], Birkhoffy Varga [1], y Ehle [12]. En el contex- Ec. (1) se aproxima en un dominio acotaflo= [a, b] Su-
to espeffico de la ecuaéin de Schidinger, fue considerada ficientemente grande para poder asumir condiciones de con-
por primera vez por Puzynin, Selin y Vinitsky [16] en combi- torno de Dirichlet homogneas. Sef; = {xk}ffzo una di-
nacbn con B-splinesighicas para la discretizani espacial. vision, no necesariamente uniforme, del domiidntrodu-

En la Ref. [21], van Dijk y Toyama presentaron una gene-<ciendo la variable auxiliag := —1,,, reescribimos la ecua-
ralizacbn considerando diferencias finitas de alto orden paeion de Schidinger ) como un sistema lineal de primer
ra los operadores espaciales y aproximacidn¢s:|-Pace,  orden

conn y m arbitrarios. Cabe mencionar que pana# n el

método no es conservativo, por lo que solo consideraremos 0=gq+ s, (2a)
el casom = n. Finalmente, Shao y Wang [19], utilizando )
una aproximadn en diferencias finitas de la segunda deriva- i, = h 5ot V(z). (2b)

da de mayor precién, mejoran este esquema duplicando el
orden de convergencia espacial. El estudio @rtico presen- L ,
tado en esos trabajos mdsuin incremento sustancial en la P_ara C_EJa'q“'er tiempo> 0, el metodo LPG busca una apro-
precisbn ag como una reducbn considerable en el tiempo ximacon (1 (-, t), g (-, t)) en el espacio de elemento finito
de ejecudn. Vi, % th Vy, = Q.h = .HTth P, (T), dondg]P’nT (T) es
El presente trabajo tiene como pomito el estudio de un el espacio d.e polinomios de grqdo menor o iguaka> 1,
esquema nuico que aprovecha las propiedades detato el cual no tiene porque ser uniforme. Se denota g5oel
LDG: alto orden en espacio, flexibilidad en el uso de mallas conjugado de un@mero compleje. Aplicando integradin
y no presentar obatulos para ningn tipo de condiciones de por partes en cada celda, la restwcte la aproximati en
borde; y las que ofrece la aproximénide Pad: alto orden Tix = [zx, 2441] debe satisfacer, para cualquier florcide
en tiempo y conserva@n de invariantes. Mediante un breve prueba(v, ) € Vi, x Qy, €l siguiente sistema
analisis mostraremos que elatodo es conservativo indepen-
dientemente del orden de aproxim@atiespacial o temporal. 0= /
El arficulo esh organizado de la siguiente manera. En T
la Sec. 2, luego de una breve desciigpcide la ecuaéin iy, n2 [
in / h o ( *

P [ e @a)
T
de Schédinger, presentamos la formulanisemidiscreta del ;:“ —/ qnvy

método LDG aplicado a dicha ecuéni en dominios uni- T

dimensionales, teniendo como resultado un sistema lineal

aubnomo de ecuaciones diferenciales. Etoto de avance + s(abp)v* |ii+1> + / (z)¥n (3b)

en tiempo, para la aproximagi de este sistema se describe T

en la Sec. 3, mientras que la consergaadile los invariantes

discretos de probabilidad y engagse analizan en la Sec. 4. Los llamados flujos nu#ricos, z,bh Y qr, Son aproximacio-

En la Sec. 5 se valida niericamente las propiedades del es-nes dey y q, respectivamente, en cada uno de los nodos de la

guema propuesto. division Q2;,. Estos se definen como combinaciones convexas

Rev. Mex. Fis72020701



METODO DE ELEMENTO FINITO DISCONTINUO PAEB-LDG PARA LA ECUACION DE SCHRODINGER 3

de las aproximaciones por la izquierda y derecha de las furestructura de matriz hueca por bloques, donde cada bloque es
cionesiyy, vy g, en los nodos:; es decir, parady, € [0, 1]: de tamd@op+1 para aproximaciones de grado uniformé’,
es diagonal por bloques y satrica no negativa para poten-
- ciales no negativos; mientras que la matria;, es sinetrica
n (xx) = (L= M) ¥ (z) + Meton (z17) . (48)  definida positiva; por lo quél tambien lo es. En lo que sigue
@ (@0) == Aean (CCZ) (=) an (SL"Z) _ (4b) asumiremos singrdida de generalidad qéie= 1.

Son de particular intés los flujos direccionales; es decir, 3. Discretizacbn temporal con aproximacio-
aquellos donde\;, toma el mismo valor, ya sea 0 0 1, en nes de Pa@
cualquier nodary,. Por ejemplo, el flujo izquierdo se define
haciendo\, = 0 mientras que en el flujo derechg = 1. Con el fin de obtener alta predsi en tiempo, consideramos
En cada nodo interior la fun@n s(-) se define como el un método el cual se deriva de la siguiente obsemcsea
salto dey;, en el nodary, A una matriz de coeficientes constantes, la solug{t) del
problema de Cauchyy/dt = Ay(t), y(0) = y,, satisfa-
s(vn)(zx) = ne[onli = me@n (27) —¥n (2)), B)  cey(t +7) = eAy(t), para cualquier incremento en tiem-
) _ por > 0. Esta expreéin sugiere un @odo basado en la
mientras que en los nodos extremos, simplemente CoMQ, . imaon de la funddn exponencial. En concreto, sea
s (¥n) (xo,) = m¥n (z0) ¥ 5 (%n) (zn) = InYn (TN)- 4, un ramero natural mayor o igual a 1, consideramos la
Esta funcdn es un &rmino de estabilizadh que garantiza aproximachn [m/m]-Pac definida como la funéh racio-

la existencia de la solun para problemas iglticos. En la nal R _p dondeP.. (- ) son los
Ref. [3] se demosir la estabilidad del #todo para proble- poIingnngs de gréz)m/sz(Z) ()Y Qm()
mas eipticos cuanday, > 0 en cualquier nodo. Sin embar-
go, asumiendo que los flujos nénicos son de tipo direccio- o i m o m
nal, Cockburn y Dong [10] mostraron estabilidathauando Prn(2) = Z arz™,  Qm(z) = Z ar(=2)",  (8a)
1, = 0 en los nodos interiores. Para diferenciar esta garsi k=0
de la original, esta se conoce como LDG de disipaciini- - (2m—k)!  m! k=0 m.  (8b)
ma (mdLDG por sus siglas en irég). T em) Kl(m— k) SRR
SeanM, D, G, V}, y S, respectivamente, la represen- . : . . .
» s o I La funcibn racionalR,, (-) aproxima la fundn exponencial
tacibn matricial de las siguientes formas sesquilineales, las ) S 2mtl
. ; : Cgn orden2m + 1; es decirje” — Ry, (2)| = O (|=] )
cuales se obtienen al sumar las ecuaciones del sistema IO%%ando|z| tiende a 0. Aderis coma,, () = Ron(—) Se
(39)-(3b) en todas las celdas : mAt

tiene una reladin entre las fi@es de ambos polinomios. De-
. notando pory, k. := Qm i + i,k 1as rdces deQ.,(-), se
ma (Pn,0) = D /T Ynv', 63)  tiene que—r,,  es raz de P,,(-). Por otro lado, puesto que

Ty ©7H los coeficientes de ambos polinomios son realgs, tam-
. X bién es riz, lo cual permite expresat,,, (-) de manera &s
an (qn,r) = T;z /Tk qnT , (6b) sencilla
k h
14 z/rE
S R =TT (o) ©
b (o) = > Pulr T — Y / Y1y, (6C) ' 1};[1 L= 2/Tm.x
k=1 Tey’ T

Esta expregin define un esquema de avance en tiempo pa-
cn (P, v) == Z / V(z)no*, (6d) @ la formulacbn seml_dlscpretaﬂj: para un_lncreme_znto de
T tiempor > 0, la aproximadn deW¥} en el tiempo discreto

TLEQ k
;[ " t, := tn,_1 + 7 = n7 se calcula de acuerdo a la siguiente
. iteracbn, la cual llamaremos iterawi [m/m|-Pad-LDG,
s (@, v) = ne[nle[v*Tx- (6e)
k=0 Qm (—irtM'H) ¥} = P, (—itM'H) ¥}~'. (10)

La formulacbn semidiscreta del &todo LDG aplicado a la | 5 existencia da} depende de la no singularidad de la ma-
ecuacon de Schisdinger (1) se reduce a un sistema lineal triz (,,, (—irM~'H), la cual esk directamente relacionada

aubnomo de ecuaciones diferenciales con la distribuddn de las reces deQ,, (-) (0 deP,, (-)). La lo-
A 72 calizacbn de estas fue inicialmente estudiada por Birkhoff y
iﬁM# =Hy,, H = _%Ah + Vi, (7)  Varga[l] parael casm = n; por Ehle [12], para < m +2;

zonas nas espéificas fueron obtenidas por Saff y Varga en
donde—A; := GTD~'G + S es la representamh matri-  una serie de akulos, para mayores detalles se @Eodon-
cial del operador laplaciano discretizado por €todlo LDG  sultar [17] y sus referencias. El siguiente resultado, Lema 7
y V}, es la del operador potencial. Ambas matrices tienen unp.18 [1], permitia garantizar que la iterdmi (10) esf bien
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definida; es decir, que ese sistema lineal admite smhioii-  donde la igualdacli4l) se justifica por la conmutatividad de
ca, independientemente del valorde los factores deP,,,(-) y Q. (+). Sea'IIELO) = U1 la eva-
Teorema 1. (Birkhoff y Varga [1]) Para cualquier entero |uacion de este producto se realiza como una secuenaia de
m > 1. Las rédces del polinomid@),,(z) (8&), en la aproxi- pasos, para = 1, ..., m se resuelve el sistema
macbn [m/m]-Pace de la funddn exponencial, se encuen-
tran en el semiplano abierto (I+z‘ u MlH) \I;;f)
T'm,k
C*:={z€N: Rez) > 0}.
. T — k—1
Proposicion 1.La iteracion [m/m)-Pade-LDG(10) est bien = (f— i M 1H> vty (15)
m,k

definida para cualquiet > 0.
Prueba. Es suficiente mostrar que cada uno de los fael cual es equivalente al sisteni®), O
tores de @, (—irM~'H), los cuales son de la forma
(I+i[r/rm]M~H) conry,, raiz de@,,(-), es no sin-
gular. Procedemos por contradizgj supongamos que existe

z, € CN, tal quewo # 0y (I +i[7/rms] M 'H) 2, = 0. Recordemos que la ecuaide Schibdinger conserva la pro-
SiendolM una matriz sirétrica positiva definida, esta admite papjlidad y la enerig del sistema, por lo que es de sumo in-

4. Conservacon de invariantes

una factoriza@n de Cholesky)M = LL”, por lo que teres determinar si el &todo[m,/m]-Pac-LDG conserva los
(L'HLT) LTz, = _jTmk T, (11) aralogos discretos de estos invariantes, los cuales se definen
T formalmente para cualquiey, como

Por lo tanto—i(r,, x/7) €s un valor propio d& *HL-T.

Sin embargo esta matriz es $trica, luego-i(r,, 1 /7) € R, P = Qf‘/’h("tn) Yu(stn) = (MY, W), (162)

lo cual equivale a tener Re,, ) = 0, por lo tantor,,, ;, ¢

C* lo cual contradice el Teorema 1.0 En = /¢h(-,tn)*H¢h(-,tn) = (H®}, ®7). (16b)
Notese que el resultado anterior taétbies alido para Q

cualquier discretizadin del operador laplaciano cuya matriz No esh por demas recordar que los @odos exgtitos

es singtrica, como por ejemplo la obtenida por éétodo de  Runge-Kutta, (Euler y Trapecio expito por citar algunos)

elemento finito dsico (continuo) y obviamente para diferen- no conservan ninguno de estos invariantes [9].

cias finitas. Aderas aplica naturalmente a dominios multidi- Proposicion 3. (Conservaddn de invariantey EI método

mensionales y problemas con condicionesqgicas. [m/m]-Pade-LDG conserva los a@logos discretos de la pro-
La iteracdn (10) revela muy poca informagn sobre las  babilidad (16¢) y de la eneria (165).

propiedades del &todo, por lo que es as conveniente rees- Prueba.Utilizando la expre€in de¥? obtenida en14L), la

cribirla como una secuencia de pasos similares a los del puntnservadn de la probabilidad se reduce a probar que una

medio, (1/1]-Padk): matriz de la forma
(M+isH) e = (M—izH) w7 (12) U:=(I+iaM™'H) ' (I—ia*M'H),  (17)

Proposicion 2. La iteracion [m/m]-Pade-LDG (10) puede €S unitaria con respecto al producto interior,y),, :=
reescribirse como una secuencia depasos que poseen la (Mz,y); es decitU* MU = M. Por la simetia de las matri-

misma estructura: se®\” := ¥"~! parak = 1,...,m  Cesreales/y I setiene
resuelva parallgf) el sistema lineal U* = M (I +iaM~ H) (M — it H) L (18)
(M + Z-TH) ‘I’Ezk) —ar—i *T H ‘I’Ezk_l)» (13) Porotro lado, btese que por la conmutatividad de los facto-
T'm,k Tk res del,
. % . _ -1
finalmente definay :— &™) MU = (M —ia*H) (I +iaM~"H)" .  (19)

Prueba.De acuerdo a la no singularidad de los factores d
m(+), Proposiobn 1, la iteraddn (10) puede reescribirse de
la siguiente manera

P=Qu (—iTM H)~

El resultado se obtiene combinando las expresiones obtenidas
en las Ecs/18) y (19).

Para la conservain del invariante discreto de la engxg
P, (fz‘TMle) w)~! (14a) comenzamos reescribiendo el sisteit3) €n una forma ras
conveniente para el atisis de la conservaon

1

m —1
T
= I+i M‘1H> i k k—1
E( _— “ar ()P - witY)
ST no1 _ I g 1 g1
x I —i——M~'H|) @71 (14b) —H v — el (20
rm,k, T'm,k rm,k,
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Considerando la parte real del producto interior en la ecuase consideran aproximaciones de grado variable en cada cel-
cibn anterior con el vectoIlgf) — \I'Ef’l) ylasimetiade)d  da. En cada paso de tiempo se congidarteracon (13) de
se tiene la Proposidbn 2. Puesto que solo estamos considerando pro-
blemas unidimensionales, las matrices son tridiagonales por
O_Re<H (1@2k>+3@2k—1)> 7 \I,El’f)g[,gk—l)> bloques, por lo que en la fase de inicializatise calcula la
m,k T'm,k factorizacon LU de cada una de las matrices que apare-
cen en el sistema lineal d&3). En todos los experimentos

= Sk (<H‘I’§,,k)a ‘I’glk)> - <H‘I’§Lk_1)a ‘I’E,,k_l)>> ; se utilizb la versbn del método LDG de disipadin minima
[7m ] (mdLDG) con el flujo en la direcon de izquierda a derecha.

_ Ok (g(k) _ 5(k;—1)) ’ 21) Sin embargo, resultados similares se obtuvieron con el flujo
|rm,k|2 en la direcadn opuesta, los cuales omitidos por brevedad.

Ejemplo 1: estados estacionariaConsideramos el proble-
ma de una paitula atrapada en un poZe = [0, L] de
potential infinito. Para las condiciones inicialég(z) =
v/2/Lsin (k,x), k, = nxn/L, la solucbn exacta es
P(x,t) = pn(z)exp (—iLet) dondeB, = (k,h)? /(2m)
es el nivel de enefg.

En la Tabla | se muestran las tasas de convergencia en
tiempo para la aproximatn del estado estacionanio= 50
en el dominiol0, 100] para una paftula de masa unitaria y
h = 1. Estas se obtienen a partir de los errores obtenidos de
dos incrementos de tiempo consecutivos. El dominio se dis-

cretizb con una malla uniforme de 100 segmentos; y para la
err(t) := \// [Pn(x,t) — (z,t)| 2dx; (22)  aproximacbn espacial se consideuna distribudn unifor-

@ me de polinomios de grado 10 en todas las celdas; lo cual
donde la integral se aproxima néritamente mediante in- garantiza que el error global este dominado por el error en
tegracon compuesta utilizando una cuadratura de Gausgiempo.

Legendre de 25 puntos en cada celda. La base local del espa- En la Tabla Il claramente muestra el orden de convergen-
cio de elemento finitd’;, consiste de polinomios ortogonales cia en espacio que predice la tegrel cual debe ser de orden
de Legendre, lo cual facilita la implementagidel nétodo si ~ hP+! para aproximaciones uniformes de gradosoluciones

la segunda igualdad se obtuvo gracias a la simegH. La
conservadin de la enefi@ se obtiene del resultado sobre la
localizacbn de las reces d&@),,, (), TeoreméB, el cual indica
que la parte real de,, i, oy, k, NO €s nula. O

5. Validacion numeérica

Los siguientes experimentos naricos se realizaron en Oc-
tave con aritrética de fimeros complejos de doble pregisi
El error en el tiempo finalse calcula en la normé2; es decir

TABLA |. Errores y tasas de convergencia en tiempo del Ejemplo 173gyg = 1000. El valor inicial der, correspondiente a cada una de
las aproximaciones de Paflie 0.5, 1, 4 y 4 respectivamente.

[2/2]-Padk [3/3]-Pace [4/4]-Pack [5/5]-Pade
Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa
To 1.2116e-01 — 4.0647e-02 —_— 1.4485e+00 —_— 5.7025e-01 —_—
To/2 7.7087e-03 3.97 6.6433e-04 5.94 5.5672e-02 4.70 8.8785e-04 9.33
TO/22 4.8385e-04 3.99 1.0496e-05 5.98 2.4925e-04 7.80 9.6644e-07 9.84
7-0/23 3.0273e-05 4.00 1.6445e-07 6.00 1.0068e-06 7.95 9.6024e-10 9.98
70/24 1.8925e-06 4.00 2.5642e-09 6.00 3.9607e-09 7.99 9.0860e-12 6.72

TABLA II. Errores y tasas de convergencia en espacio del Ejemplo ITpara= 100. El valor inicial de los paametros de discretizdm
(ho, 7o) correspondiente a cada gragéue (0.25 0.5), (0.5, 0.5), (2, 0.25 y (2, 0.25) respectivamente.

p=2 p=3 p=4 p=5
Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa
Toy ho 6.5291e-04 — 1.2977e-04 — 8.0272e-03 — 1.0196e-03 —
To/2,ho/2 5.5075e-05 3.57 7.5532e-06 4.10 1.5095e-04 5.73 8.5329e-06 6.90
To/2%, ho /22 5.4064e-06 3.35 5.2400e-07 3.85 4.6071e-06 5.03 1.5468e-07 5.79
To/23%, ho /23 6.1774e-07 3.13 2.8663e-08 4.19 1.6290e-07 4.82 2.5781e-09 5.91
To/2% ho /2* 7.5278e-08 3.04 1.7940e-09 4.00 4.8643e-09 5.07 4.2077e-11 5.94
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TABLA Ill. Errores y tasas de convergencia en tiempo del Ejem

plo 2lygyg = 102, El valor inicial der, correspondiente a cada una

de las aproximaciones de Rafilie10™*, 5 x 107%,2 x 1072 y 5 x 10~* respectivamente.

[2/2]-Padk [3/3]-Pace [4/4]-Pace [5/5]-Pace
Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa
To 3.6719e-04 — 5.1907e-03 — 5.6941e-01 — 1.4306e+00 —
To/2 2.3095e-05 3.99 9.2368e-05 5.81 1.5383e-02 5.21 4.5164e-01 1.66
To/2° 1.4457e-06 4.00 1.4902e-06 5.95 9.6342e-05 7.32 5.9832e-03 6.24
T0/23 9.0395e-08 4.00 2.3474e-08 5.99 4.2262e-07 7.83 1.1599e-05 9.01
To/24 5.6591e-09 4.00 4.8592e-10 5.59 1.7288e-09 7.93 1.3450e-08 9.75
e . sibn exacta es ampliamente conocid/a, [13, 21], definiendo
—1t= . —1/4 .
 t- 001 p(t) :== 1+ (i) /(mo?), p = (o) se tiene
ol |
1 T —2,\>
Y(x,t) = a exp | ——— ( o)
sl u(t) 2ut) \ o
f;; X exp (iko (x —x,) — zﬁkz?t/(?m)) @3
= ] (1)
En la Tabla lll se muestran los errores y tasas de conver-
05 gencia en tiempo, los cuales muestran claramente ordfén
para aproximaciondsn/m|-Pack. El experimento se lléva
cabo utilizando los siguientes valores renmoshz = 1,
0 —-HHH | i m:1/2,xO:1/2,020125ka:50 Para la dis-
-1 0 1 2 3 . . . . .
0 cretizacon espacial se considegrado uniformep = 12, lo

FIGURA 1. Estado inicial y final de la onda del Ejemplo 2. Utilizan-
do la aproximadn [5/5]-Pade-LDG conp = 12 para una malla no
uniforme.

suficientemente regulares. Los resultados @irns se obtu-

cual asegura que el error en tiempo es el dominante; aslem
para mostrar la flexibilidad del@wodo de elemento finito he-
mos utilizado una malla no uniforme con apenas 30 celdas la
cual se ilustra en la Fig. 1. El dominfo = [—1, 4] asegura
que la onda no se varafectada por imponer condiciones de

vieron aplicandd3/3]-Pac-LDG a una secuencia de mallas Dirichlet homogneas. Concentramos las celdas en la zona

uniformes. Los pémetros de discretizami (h, 7) se indican
en la Tabla Il.

[0 2] donde se necesitada precighn, mientras que las celdas
de mayor dametro se utilizan en los extremos del intervalo.

Ejemplo 2: particula libre. Estudiamos el comportamien- El diametro rinimo de las celdas €gin = 5 x 1072 mien-

to del nétodo en un problema &s diramico que descri-
be la evoluddn de un paquete de onda gaussiana que
propaga libremente; es decir, dondéz) = 0. La expre-

Hamiltoniano [m/m]-PADE-LDG (p =12) Probabilidad [m

102

tras que el raximo eshmax = 1.0109375, aproximadamente
s@0 veces ras grande. En la figura se muestrdz, t)| en el
tiempo inicial y final, las barras muestran que la pd@sidiel

/m]-PADE-LDG (p = 12)

25

10'09
< m=2 >m=2
—+m=3 —+m=3
10 % m=4 10+ m=4
—~—m=5 ——m=5
o o
240 240"
© G
o o
S0 S 1o
w w
/ P
1073 b 10713 %
107 1o !

0.04 0.06 0.08

tiempo

0.02

0
a)

FIGURA 2. Conservadin de los invariantes del Ejemplo 2; estado

0.04
tiempo

oo

essssnsssnesasors

¥z, )]

05

0.1 oAgg

c)

0.06 0.08 20

inicial y final del paquete de onda.
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Probabilidad [m/m]-PADE-LDG (p = 12)

TABLA IV. Comportamiento del error para la misma cantidad de 10
grados de libertad (3000) &fna = 1071, 7 = 0.25 x 107%.

D N ‘ Error 1070
1 1500 1.0971e-02 -
2 1000 1.0582¢-03 £10™
3 750 1.2969e-04 <
4 600 1.7148e-05 £107
5 500 2.4474e-06 ;
9 300 2.5308e-09 1073 &
centro del paquete de onda coincide con el valor exacto 1014
que predice la tetet . = z, + V,t donde la velocidad 0 50 100 150 200 250 300 350

V, = (hk,)/m, por lo que para nuestros valores rernnos tiempo
Te=To + 2kot = 1.5. FIGURA 3. Evolucion del error relativo de la probabilidad para el
La conservadn de la probabilidad y de la enéagpara  problema del Ejemplo 3.
distintas aproximaciones de Fask muestra en la Fig. 2. Ca-
be mencionar que por tratarse de unaipata libre la ener@ Hamiltoniano [m/m}-PADE-LDG (p = 12)
es estrictamente datica. Con el propsito de mostrar la con- 1099 ‘ ‘ ‘
servacbn de los invariantes en un fiedo de tiempo un poco X m=2
mas largo en compardmi al utilizado en la Tabla Ill, consi- —+m=3
deramos las siguientes valores= 7.5 Y Tina = 107, por 107 % m=4
lo que el ancho del paquete de onda éspronunciado y su ——m=5
centro en el tiempo final se localiza ep = 2.0. Tomando
en cuenta estas caradgticas el experimento se redlipara
una malla no uniforme en el domini@ = [—20, 20], ver
Fig. 2. Elincremento en tiempo fue= 0.25 x 10~ para un
total de 4000 pasos. )
A continuacén ilustramos la ventaja de considerar apro- 107 -
ximaciones espaciales de alto orden para problemas suficien
temente regulares. Recordemos que para aproximaciones e: 171 |
paciales de grado uniformeen una malla déV celdas, la 0 50 100 150 200 250 300 350
cantidad total de irfignitas del sistema discreto (grados de tiempo
libertad) es igual dp + 1)N. En la Tabla IV comparamos
la precisbn de la aproximadin para un eimero fijo de gra-
dos de libertad (3000), por lo que consideram@sN de tal

forma que(p + 1)N = 3000. Los datos del cuadro refieren cjjatorio de potencial cuadticoV (z) = (1/2)mw?z?, cuya

a la propagaéin de una paitula libre donde se utilizaron gg|ycibn ha sido discutida en Shiff Cap. 1Hd75, [20]
los siguientes valores nuricos2 = [—5, 15], zp = 0,

Error relativo
=

—
e
N

FIGURA 4. Evolucion del error relativo de la endegpara el pro-
blema del Ejemplo 3.

k, = 25, 0, = 0.125. Para la discretizacn en tiempo se 4 1 1 9
utilizo [4/4]-Pace-LDG con el mismo incremento en tiempo b(@,t) = |/ —5—exp <_2 (€ — & cos(wt)) >
T = 0.25 x 10~ para cualquiep. Notese como el error en

la aproximaddbn decrece a medida que el grado del polino- X exp <_ i [1wt + &€, sin(wt)

mio aumenta, manteniendo la misma cantidad de grados de 2

libertad. Claramente se observa que és onveniente con- 1, .

siderar aproximaciones de alto orden en problemas de mu- — 1% SIH(QWt)} )7 (24)

cha regularidad. Para tener una idea de la eficiencia relativa

del uso de alto orden en espacio, el tiempo de ejéoyzara  dondef := /0, &, := z,/0.

p = 9 fue aproximadamente 2.5 vecedsmue el de = 1, La conservadin de la probabilidad y de la enéagse ilus-

sin embargo el error esGfdenes de magnitudas pequBo  tra en las Figs. 3 y 4; donde se muestra el error relativo con

que el dep = 1, lo cual favorece el uso de aproximacionesrespecto a los invariantes en el instante inicial para aproxima-

de alto orden. ciones de gradp = 12 en espacio y distintas aproximaciones
Ejemplo 3: oscilador armonico cuantico. Validamos la  de Paé. La escala muestra claramente la propiedad conser-

conservadin y la convergencia en tiempo en un problema osvativa del nétodo.
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TABLA V. Errores y tasas de convergencia en tiempo del Ejemplo 3%gyg = 107. El valor inicial der, correspondiente a cada una de
las aproximaciones de Pafuer /8, = /8, w y 7 respectivamente.

[2/2]-Pac 3/3]-Pack [4/4]-Pac [5/5]-Pack
Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa
T 8.2014e-01 — 2.5282e-02 — 1.2417e+00 — 1.1253e+00 —
To/2 1.0599e-01 2.95 4.3123e-04 5.87 8.2801e-01 0.58 2.8348e-01 1.99
7022 6.9167€-03 3.94 6.8706€-06 5.97 5.0083e-02 4.05 1.9346e-03 7.20
7,/23 4.3486e-04 3.99 1.0765e-07 6.00 2.8712e-04 7.45 2.4944e-06 9.60
7,/24 2.7219e-05 4.00 1.6597€-09 6.02 1.2051e-06 7.90 2.6612e-09 9.87

En la Tabla V se presenta el error y las tasas de convedo de Crank-Nicolson en tiempo. Los valores @iwos en
gencia en tiempo, para una malla uniforme de 2000 celdas eruestro experimento son similares a los utilizados en [14],
el dominioQ2 = [—40, 40] y aproximaciones de grado uni- = [-0.5 1.5, # = 1 m = 1/2, 0 = 0.05,k, = 507,
formep = 12, lo cual asegura que el error adominado xo = 0.25, el valor del potencial es igual al valor promedio
por la aproximadn en tiempo y no en espacio. El error sede la enerta
obtuvo para el tiempo fina" = 1007; el cual corresponde
a 10 petodos de osciladin. Los paametros para este expe- Vi) — { (507)? parax € [0.46 0.54,

: - ) (x) := (25)
rimento fueron los utilizados en las Refs. [19, 24]:= 10, 0 parax ¢ [0.46 0.54.
h:=1ym=1,w =0.2y0 = y/h/mw. Las tasas obte-

nidas muestran claramente orden de convergert¢iapara  Parala simuladn se consideraron los siguientesgraetros:
aproximacionegmn /m|-Pac. el dominio Q2 se dividb uniformemente en 100 intervalos,

Ejemplo 4: barrera de potencial Estudiamos el com- h = 0.02y la aproximadin espacial se reafizcon polino-
portamiento de la iteran [m/m]-Pac-LDG para una onda Mios de grade = 9 para un total de 1000 grados de libertad;
gaussiana que atraviesa una barrera de potencial. Ban@tin €l avance en tiempo consistie 100 pasos(= 1.6 x 107°)
ca de este problema fue ilustrada por primera vez en GoldFOn aproximacionesgt/4]-Pac-LDG. Cabe mencionar que
berg, Schey y Schwartz [14], donde los autores realizaron ul9S paametrosh y 7 son nés grandes que los utilizados en
estudio minucioso de los gametros de discretizam para & Ref. [14]. En la Fig. 5 se ilustra el comportamiento de
diferencias finitas de segundo orden en espacio yabm [¥x(,?)| para ciertos instantes de tiempo.

T, = 0.0000e+00 Tos = 3.8400e-04 T, = 7.6800e-04
5 5 5
|
4 4 4 Hi
N “|‘x
8 _3 _3 E\} \
Z = Z |
ES E ES A
2 2 2 1! ‘H
HH
1 1 1 J}Hl ‘
0 T e s b oL 6 L e ey A
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Q Q Q
T = 8.8000e-04 T,s = 1.1840e-03 Toor = 1.6000e-03
5 5 5 ; ;
4 4 4
I
_3 “" _3 —3
z i = 2
= A > a I ES
T2 fif ‘ \ 2 N I 2 .
W \ / \ |1 g
i
1 ‘ 1 < 1
7 \ 1N
g S/ 5 I 0 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Q Q o}

FIGURA 5. Evolucion de|v, (z,t)| para el problema del Ejemplo 4.
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o2 [4/4]-PADE-LDG (p = 9) 05
—e—Hamiltoniano
—&—Probabilidad
10-13, J
o
=
=
210™ 0 X
o
]
5=
10'16 FHHHHHPHHHHHHHHHHHHH R »0.505 i i
0 0.5x107 1.0x10° 1.5x102 azs' '
tiempo '

FIGURA 6. Evolucion del error relativo de la probabilidad y de la
enerda para el problema del Ejemplo 4.

Energfas [4/4]-PADE-LDG (p = 9)

25000
o o
20000 -
15000 | ——E;
—o—E
P 0.5
10000+ « E = b) 05 0 05
0.5
5000
Q@ FHHHHTHH T
0 0.5x107 1.0x10°3 1.5x10°3
tiempo 0
FIGURA 7. Evolucibn de las eneigs: cirética, potencial y total 2&
para el problema del Ejemplo 4.
En este ejemplo la evoluim de la enefig es mucho ias
interesante debido a la presencia del potencial discontinuo.
En la Fig. 6 se valida la conservani de ambos invariantes;

mientras que en la Fig. 7 se presenta la evolude todas las c) o5 0 0.5
energas. ciretica, poterji:lal y tOtaI'EEese que ,en el '”tef"a' FIGURA 8. Informacbn kasica de las mallag(c) = 20,0,0/2
lo de tiempQ[7.68 x 10~%, 8.8 x 10~*] la enerda potencial parac = 0.125

supera la cigtica debido a que una buena parte de la onda

queda atrapada en la barrera. pulso avanzaa de izquierda a derecha manteniendo su for-

Ejemplo 5: experimento de la rendija en 2D Estudia-  ma pero incrementando su ancho. En el instantel0~2 el
mos la diramica de una pddula libre que atraviesa una ren- caniro del pulso se localizarenz.. = (0.5,0).

dija con distintas longitudes. La furari de onda inicial se Para la simulaéin se utilizaron tres mallas conformes
modela como un pulso Gaussiano no estructuradas, las cuales fueron generadas por el paque-
. L/ el )2 te Triangle[18], ver Fig. 7. Se considéruna ranura centrada
i (z,t) == Uiﬁelk”me*z( =) (26)  en el origen, de ancho fijtV’ (c) = 20 y tres valores pa-
ra el largoL(o) = 20, 0,0/2. El dominio computacional es
el cual se encuentra inicialmente centradagr= (—0.50) Q = [-1.5 1.5 x [-1.5 1.5, el cual es suficientemente

cono = 0.125 yk, = (50,0). En ausencia de la rendija el grande para poder imponer condiciones de contorno de Diri-
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FIGURA 9. Evolucion de la onda para distintas longitudes de la rendijéarRatross = 1, m = 1/2 o = 0.125.
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TaBLA VI. Informacibn basica de las mallaé(c) = 20,0,0/2

1

-1

-

100

100

100

por lo que la dimensin del espacio local de elemento finito
esigual a 28. Puesto que é€lmero total de celdas es aproxi-

madamente el mismo en todas las mallas, la cantidad total de

parac = 0.125
N hmin Amin
2645 6.25e-02 1.69e-03
2643 3.13e-02 4.27e-04
2674 1.56e-02 1.22e-04 4.99e-03

grados de libertad es @cticamente el mismo. Sin embargo,

Gmax en comparadin con el nétodo de diferencias finitas, la dis-
4.99e-03  cretizacon del dominio es r@s flexible ya que no requiere de

4.99e-03 celdas uniformes.

de la onda. Algunos detalles geétricos como el amero to-

En la Fig. 9 se ilustra la damica de la onda para las tres

rendijas en los tiempos, = n x 1074, n = 25, 75y 100.
chlet homog@neas y que estas no alteren el comportamientindependientemente del tafiade la rendija, antes del ins-

tanteT»s = 25 x 10~ el pulso se comporta esencialmente

tal de celdasV, la menor y la mayor longitud de todas las de la misma forma. Lo cual es de esperar debido a que el
aristas,hmin Y hmax; la menor y la mayoérea de todas las pulso din no ha alcanzado a tener contacto con las paredes
de la ranura. Las @ficas de los instant&&s y 119 ilustran

celdasamin Y amax; S€ muestran en la Tabla VI.

Los calculos se realizaron con el esquema temgaral-
Pack-LDG, con un incremento en tiempo= 10~ y un total
deN; = 100 pasos para el tiempo fin@},5 = 10~2. Enes-
pacio se utilizaron aproximaciones de grado unifogme 6,

Rev. Mex. Fis72020701

claramente la influencia del largo de la rendija en el compor-
tamiento de la onda. Parte de esta atraviesa la rendija y parte
rebota, como es de esperar el rebote s pronunciado pa-

ra una rendija de menor longitud. Adamse observa que el
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centrode la porobn que atraviesa la rendija no alcanza el
centrox. = (0.5, 0) (en ausencia de rendija).

Aungue hemos ilustrado la flexibilidad que ofrecen es-
te tipo de discretizaciones espaciales al considerar mallas no
uniformes, estas fueron construidas teniendo cierto conoci-
miento a-priori del comportamiento de la solaei. El de-
sarrollo de unaécnica adaptativa en espacio en donde, sin
Hemos presentado un esquema Brioo basado en el@o- ~ conocimiento previo de la solun, la malla se adapte a la
do de elemento finito discontinuo LDG en espacio y aproxi-€volucbn de la onda, es un trabajo en progreso. Esperamos
maciones de P&den tiempo. Esta combinaci de discreti- que el impacto sedia mayor para problemas multidimensio-
zaciones permiten obtener aproximaciones de alta poecisi hales donde realmente podemos considerar mallas no confor-
en espacio y tiempo para problemas donde la sofues su- Mes, las cuales no son permitidas en étodo de elemento

6. Conclusiones

ficientemente regu|ar; adérs se ilusth que para este tipo de finito continuo tradicional. Otra direcmn de investigaéin es
soluciones es conveniente utilizar pocas celdas con aproxg! desarrollo de estimados de eresposterioripara el grado

maciones de alto orden en espacio.

de aproximadin en cada celda.
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