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Se describe un ḿetodo de alta precisión nuḿerica para la aproximación de la solucíon de la ecuación de Schr̈odinger con potenciales inde-
pendientes del tiempo. El esquema combina el método de elemento finito discontinuo ”Local Discontinuous Galerkin” para la discretización
espacial y aproximaciones racionales[m/m]-Pad́e para el avance en tiempo. Se analiza la conservación de los ańalogos discretos de la
probabilidad y enerǵıa. Los experimentos nuḿericos validan la conservación de los invariantes y además muestran que para problemas su-
ficientemente regulares el método converge con ordenτ2m + hp+1, dondeh y τ son los paŕametros de discretización en espacio y tiempo,
respectivamente; yp es el grado de los polinomios en la aproximación espacial.

Descriptores: Ecuacíon de Schr̈odinger; ḿetodos de elemento finito discontinuo; método LDG; aproximaciones de Padé; métodos conser-
vativos.

A highly accurate numerical method is described for the approximation of the solution of the Schrödinger equation with time-independent
potentials. The scheme combines the Local Discontinuous Galerkin finite element method for spatial discretization and rational[m/m]-
Pad́e approximations as time advancing scheme. The conservation of the discrete analogue of the probability and energy is analyzed. Nume-
rical experiments validate the conservation of the invariants and also show that for sufficiently regular problems the method converges with
orderτ2m + hp+1, whereh andτ are the discretization parameters in space and time, respectively; andp is the polynomial degree of the
spatial approximation.

Keywords: Schr̈odinger equation; discontinuous finite element methods; LDG method; Padé approximations; conservative methods.
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1. Introducción

Debido al papel trascendental que juega la ecuación de
Schr̈odinger en la mećanica cúantica, el desarrollo de técni-
cas para el ćalculo de su solución ha sido de gran interés.
En el caso de potenciales que no dependen del tiempo, el
procedimiento t́ıpico se basa en el ḿetodo de separación de
variables. La solución se expresa como una serie cuyos térmi-
nos se escriben en función de a) los estados estacionarios los
cuales dependen de los auto-vectores y auto-valores del ope-
rador Hamiltoniano; y b) los coeficientes de la expansión de
las condiciones iniciales con respecto a estos estados, ver por
ejemplo Cap 2, [13].

Desafortunadamente, el cálculo de estas funciones y
enerǵıas caracterı́sticas del sistema no es trivial para poten-
ciales y dominios arbitrarios. Esto ha motivado el desarro-
llo de una amplia variedad de métodos nuḿericos los cua-
les combinan distintas técnicas de discretización en espacio
y en tiempo. Por su fácil implementacíon, el ḿetodo de di-
ferencias finitas ha sido el preferido para la discretización de
los operadores espaciales. Sin embargo, esta técnica presenta
ciertas limitaciones: las mallas deben ser uniformes en cada
una de las direcciones espaciales, lo que no permite el uso de
técnicas adaptativas en espacio; y por otro lado, para obtener
alta precisíon se requiere de fórmulas de diferenciación las
cuales de no tratarse con extremo cuidado en los bordes del

dominio pueden ocasionar una pérdida en el orden de conver-
gencia. Por lo general estas asumen nodos fantasmas fuera
del dominio.

En virtud de estas restricciones, preferimos una discre-
tización espacial de elemento finito la cual posee mayor
versatilidad y flexibilidad. Especı́ficamente, consideramos el
método “Local Discontinuous Galerkin” (LDG por sus siglas
en ingĺes), originalmente diseñado por Cockburn y Shu [11]
para problemas transitorios de difusión y conveccíon no li-
neal. Este ḿetodo se caracteriza por no imponer continuidad
entre celdas, por lo que su formulación variacional puede em-
plearse de manera natural en mallas más generales, concreta-
mente aquellas en 2D y 3D que contienen nodos colgantes.
Además permite aproximaciones de orden arbitrario en cada
celda, lo que resulta apropiado para esquemas adaptativos en
espacio y en el grado de aproximación.

La aplicacíon del ḿetodo LDG a la ecuación de Schr̈odin-
ger se ha enfocado principalmente en aquellas con potencia-
les no lineales. El primer trabajo se remonta a Xu y Shu [23]
donde los autores presentan el primer análisis de conver-
gencia para un potencial cúbico. Estimados de convergen-
cia óptima fueron obtenidos ḿas tarde por Hong, Li y Liu
[15]. Métodos LDG superconvergentes y Galerkin disconti-
nuos h́ıbridos han sido recientemente propuestos por Casti-
llo y Gómez [7]. El ḿetodo tambíen ha sido analizado pa-
ra la ecuacíon de Schr̈odinger con operadores diferenciales
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fraccionarios y potenciales no lineales en la Ref. [5]; y en
la Ref. [4] para el sistema fraccionario de Klein-Gordon-
Schr̈odinger con interacción generalizada de Yukawa. La
conservacíon de la probabilidad y de la energı́a, ha sido am-
pliamente estudiada. Utilizando una variante del método de
Crank-Nicolson, en la Ref. [6] se demostró la conservación
de estos invariantes para la ecuación de Schr̈odinger con po-
tenciales no lineales arbitrarios; mientras que en la Ref. [8] se
propuso un esquema en tiempo que conserva ambos invarian-
tes en sistemas de Schrödinger fuertemente acoplados por un
potencial no lineal.

A diferencia de nuestros trabajos previos, donde utiliza-
mos ḿetodos de composición para obtener mayor precisión
en tiempo manteniendo la conservación de ambos invarian-
tes, aqúı consideramos un esquema de avance en tiempo más
sencillo, el cual se deriva de la aproximación de la funcíon
exponencial mediante funciones racionales, conocida como
aproximacíon [n/m]-Pad́e o simplemente Padé. Esta t́ecnica
ha sido extensamente estudiada y aplicada en la aproxima-
ción nuḿerica de ecuaciones diferenciales lineales ya sean
ordinarias o parciales, ver por ejemplo los trabajos pioneros
de Varga [22], Birkhoff y Varga [1], y Ehle [12]. En el contex-
to espećıfico de la ecuación de Schr̈odinger, fue considerada
por primera vez por Puzynin, Selin y Vinitsky [16] en combi-
nacíon con B-splines ćubicas para la discretización espacial.
En la Ref. [21], van Dijk y Toyama presentaron una gene-
ralizacíon considerando diferencias finitas de alto orden pa-
ra los operadores espaciales y aproximaciones[n/m]-Pad́e,
con n y m arbitrarios. Cabe mencionar que param 6= n el
método no es conservativo, por lo que solo consideraremos
el casom = n. Finalmente, Shao y Wang [19], utilizando
una aproximacíon en diferencias finitas de la segunda deriva-
da de mayor precisión, mejoran este esquema duplicando el
orden de convergencia espacial. El estudio numérico presen-
tado en esos trabajos mostró un incremento sustancial en la
precisíon aśı como una reducción considerable en el tiempo
de ejecucíon.

El presente trabajo tiene como propósito el estudio de un
esquema nuḿerico que aprovecha las propiedades del método
LDG: alto orden en espacio, flexibilidad en el uso de mallas
y no presentar obstáculos para ninǵun tipo de condiciones de
borde; y las que ofrece la aproximación de Pad́e: alto orden
en tiempo y conservación de invariantes. Mediante un breve
ańalisis mostraremos que el método es conservativo indepen-
dientemente del orden de aproximación espacial o temporal.

El art́ıculo est́a organizado de la siguiente manera. En
la Sec. 2, luego de una breve descripción de la ecuación
de Schr̈odinger, presentamos la formulación semidiscreta del
método LDG aplicado a dicha ecuación en dominios uni-
dimensionales, teniendo como resultado un sistema lineal
aut́onomo de ecuaciones diferenciales. El método de avance
en tiempo, para la aproximación de este sistema se describe
en la Sec. 3, mientras que la conservación de los invariantes
discretos de probabilidad y energı́a se analizan en la Sec. 4.
En la Sec. 5 se valida nuḿericamente las propiedades del es-
quema propuesto.

2. Discretizacíon espacial LDG

La ecuacíon de Schr̈odinger describe la evolución del estado
cuántico de una partı́cula de masam mediante una función de
valor complejoψ(x, t) cuya magnitud al cuadrado representa
la densidad de probabilidad de la presencia de la partı́cula en
la posicíonx en el instantet:

i}
∂ψ

∂t
= H(ψ), (1)

donde } es la constante de Planck reducida,H(·) :=
−(}2/2m)∆(·)+V (x, t)(·) es el operador Hamiltoniano que
describe la energı́a total del sistema. Este se compone de
un operador relacionado con la energı́a cińetica y otro con
la enerǵıa inducida por el potencialV : Rd × R −→ R,
d = 1, 2, 3, el cual consideraremos independiente del tiempo.
Para una introducción al tema podrı́a consultarse [13].

Por claridad en la presentación nos restringimos a domi-
nios unidimensionales, para la discretización del operador la-
placiano en el caso multidimensional se remite a [2, 3]. La
Ec. (1) se aproxima en un dominio acotadoΩ = [a, b] su-
ficientemente grande para poder asumir condiciones de con-
torno de Dirichlet homoǵeneas. SeaΩh = {xk}N

k=0 una di-
visión, no necesariamente uniforme, del dominioΩ. Introdu-
ciendo la variable auxiliarq := −ψx, reescribimos la ecua-
ción de Schr̈odinger (1) como un sistema lineal de primer
orden

0 = q + ψx, (2a)

i}ψt =
}2

2m
qx + V (x)ψ. (2b)

Para cualquier tiempot > 0, el método LDG busca una apro-
ximación (ψh(·, t), qh (·, t)) en el espacio de elemento finito
Vh × Qh, Vh = Qh :=

∏
T∈Ωh

PnT
(T ), dondePnT

(T ) es
el espacio de polinomios de grado menor o igual anT ≥ 1,
el cual no tiene porque ser uniforme. Se denota porz∗ el
conjugado de un ńumero complejoz. Aplicando integracíon
por partes en cada celda, la restricción de la aproximación en
Tk = [xk, xk+1] debe satisfacer, para cualquier función de
prueba(v, r) ∈ Vh ×Qh, el siguiente sistema

0 =
∫

Tk

qhr∗ + ψ̂hr∗
∣∣xk+1

xk
−

∫

Tk

ψhr∗x, (3a)

i}
∫

Tk

dψh

dt
v∗ =

}2

2m

(
q̃hv∗

∣∣xk+1

xk
−

∫

Tk

qhv∗x

+ s(ψh)v∗
∣∣xk+1

xk

)
+

∫

Tk

V (x)ψhv∗. (3b)

Los llamados flujos nuḿericos,ψ̂h y q̃h, son aproximacio-
nes deψ y q, respectivamente, en cada uno de los nodos de la
divisiónΩh. Estos se definen como combinaciones convexas
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de las aproximaciones por la izquierda y derecha de las fun-
cionesψh y qh en los nodosxk; es decir, paraλk ∈ [0, 1]:

ψ̂h (xk) := (1− λk) ψh

(
x−k

)
+ λkψh

(
x+

k

)
, (4a)

q̃h (xk) := λkqh

(
x−k

)
+ (1− λk) qh

(
x+

k

)
. (4b)

Son de particular interés los flujos direccionales; es decir,
aquellos dondeλk toma el mismo valor, ya sea 0 o 1, en
cualquier nodoxk. Por ejemplo, el flujo izquierdo se define
haciendoλk = 0 mientras que en el flujo derechoλk = 1.

En cada nodo interior la función s(·) se define como el
salto deψh en el nodoxk

s(ψh)(xk) := ηk[[ψh]]k = ηk

(
ψh

(
x−k

)−ψh

(
x+

k

))
, (5)

mientras que en los nodos extremos, simplemente como
s (ψh) (x0) = η0ψh (x0) y s (ψh) (xN ) = ηNψh (xN ).
Esta funcíon es un t́ermino de estabilización que garantiza
la existencia de la solución para problemas elı́pticos. En la
Ref. [3] se demostŕo la estabilidad del ḿetodo para proble-
mas eĺıpticos cuandoηk > 0 en cualquier nodo. Sin embar-
go, asumiendo que los flujos numéricos son de tipo direccio-
nal, Cockburn y Dong [10] mostraron estabilidad aún cuando
ηk = 0 en los nodos interiores. Para diferenciar esta versión
de la original, esta se conoce como LDG de disipación ḿıni-
ma (mdLDG por sus siglas en inglés).

SeanM , D, G, Vh y S, respectivamente, la represen-
tación matricial de las siguientes formas sesquilineales, las
cuales se obtienen al sumar las ecuaciones del sistema local
(3a)-(3b) en todas las celdas

mh (ψh, v) :=
∑

Tk∈Ωh

∫

Tk

ψhv∗, (6a)

ah (qh, r) :=
∑

Tk∈Ωh

∫

Tk

qhr∗, (6b)

bh (ψh, r) :=
N−1∑

k=1

ψ̂h[[r∗]]k −
∑

Tk∈Ωh

∫

Tk

ψhr∗x, (6c)

ch (ψh, v) :=
∑

Tk∈Ωh

∫

Tk

V (x)ψhv∗, (6d)

sh (ψh, v) :=
N∑

k=0

ηk[[ψh]]k[[v∗]]k. (6e)

La formulacíon semidiscreta del ḿetodo LDG aplicado a la
ecuacíon de Schr̈odinger (1) se reduce a un sistema lineal
aut́onomo de ecuaciones diferenciales

i}M
dΨh

dt
= HΨh, H := − }

2

2m
∆h + Vh, (7)

donde−∆h := GT D−1G + S es la representación matri-
cial del operador laplaciano discretizado por el método LDG
y Vh es la del operador potencial. Ambas matrices tienen una

estructura de matriz hueca por bloques, donde cada bloque es
de tamãnop+1 para aproximaciones de grado uniformep. Vh

es diagonal por bloques y simétrica no negativa para poten-
ciales no negativos; mientras que la matriz−∆h es siḿetrica
definida positiva; por lo queH tambíen lo es. En lo que sigue
asumiremos sin ṕerdida de generalidad que} := 1.

3. Discretizacíon temporal con aproximacio-
nes de Pad́e

Con el fin de obtener alta precisión en tiempo, consideramos
un método el cual se deriva de la siguiente observación. Sea
A una matriz de coeficientes constantes, la solución y(t) del
problema de Cauchydy/dt = Ay(t), y(0) = yo, satisfa-
cey(t + τ) = eτAy(t), para cualquier incremento en tiem-
po τ > 0. Esta expresión sugiere un ḿetodo basado en la
aproximacíon de la funcíon exponencial. En concreto, sea
m un ńumero natural mayor o igual a 1, consideramos la
aproximacíon [m/m]-Pad́e definida como la función racio-
nal Rm(z) = Pm(z)/Qm(z) dondePm(·) y Qm(·) son los
polinomios de gradom

Pm(z) :=
m∑

k=0

akzm, Qm(z) :=
m∑

k=0

ak(−z)m, (8a)

ak :=
(2m− k)!

(2m)!
m!

k!(m− k)!
, k = 0, . . . , m. (8b)

La función racionalRm(·) aproxima la funcíon exponencial
con orden2m + 1; es decir,|ez −Rm(z)| = O

(|z| 2m+1
)

cuando|z| tiende a 0. Adeḿas comoQm(z) = Rm(−z) se
tiene una relación entre las ráıces de ambos polinomios. De-
notando porrm,k := αm,k + iβm,k las ráıces deQm(·), se
tiene que−rm,k es ráız dePm(·). Por otro lado, puesto que
los coeficientes de ambos polinomios son reales,r∗m,k tam-
bién es ráız, lo cual permite expresarRm(·) de manera ḿas
sencilla

Rm(z) =
m∏

k=1

(1 + z/r∗m,k

1− z/rm,k

)
. (9)

Esta expresión define un esquema de avance en tiempo pa-
ra la formulacíon semi discreta (7): para un incremento de
tiempoτ > 0, la aproximacíon deΨn

h en el tiempo discreto
tn := tn−1 + τ = nτ se calcula de acuerdo a la siguiente
iteracíon, la cual llamaremos iteración [m/m]-Pad́e-LDG,

Qm

(−iτM−1H
)
Ψn

h = Pm

(−iτM−1H
)
Ψn−1

h . (10)

La existencia deΨn
h depende de la no singularidad de la ma-

triz Qm

(−iτM−1H
)
, la cual est́a directamente relacionada

con la distribucíon de las ráıces deQm(·) (o dePm(·)). La lo-
calizacíon de estas fue inicialmente estudiada por Birkhoff y
Varga [1] para el casom = n; por Ehle [12], paran ≤ m+2;
zonas ḿas espećıficas fueron obtenidas por Saff y Varga en
una serie de artı́culos, para mayores detalles se podrá con-
sultar [17] y sus referencias. El siguiente resultado, Lema 7
p.18 [1], permitiŕa garantizar que la iteración (10) est́a bien
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definida; es decir, que ese sistema lineal admite solución úni-
ca, independientemente del valor deτ .
Teorema 1. (Birkhoff y Varga [1]) Para cualquier entero
m ≥ 1. Las ráıces del polinomioQm(z) (8a), en la aproxi-
macíon [m/m]-Pad́e de la funcíon exponencial, se encuen-
tran en el semiplano abierto

C+ := {z ∈ C : Re(z) > 0} .

Proposición 1.La iteración [m/m]-Pad́e-LDG(10) est́a bien
definida para cualquierτ > 0.

Prueba. Es suficiente mostrar que cada uno de los fac-
tores deQm

(−iτM−1H
)
, los cuales son de la forma(

I + i[τ/rm,k]M−1H
)

con rm,k ráız deQm(·), es no sin-
gular. Procedemos por contradicción, supongamos que existe
xo ∈ CN , tal quex0 6= 0 y

(
I + i[τ/rm,k]M−1H

)
xo = 0.

SiendoM una matriz siḿetrica positiva definida, esta admite
una factorizacíon de Cholesky,M = LLT , por lo que

(
L−1HL−T

)
LT xo = i

rm,k

τ
LT xo. (11)

Por lo tantoi(rm,k/τ) es un valor propio deL−1HL−T . Sin
embargo esta matriz es simétrica, luegoi(rm,k/τ) ∈ R, lo
cual equivale a tener Re(rm,k) = 0, por lo tantorm,k /∈ C+

lo cual contradice el Teorema 1.¤
Nótese que el resultado anterior también es v́alido para

cualquier discretización del operador laplaciano cuya matriz
es siḿetrica, como por ejemplo la obtenida por el método de
elemento finito cĺasico (continuo) y obviamente para diferen-
cias finitas. Adeḿas aplica naturalmente a dominios multidi-
mensionales y problemas con condiciones periódicas.

La iteracíon (10) revela muy poca información sobre las
propiedades del ḿetodo, por lo que es ḿas conveniente rees-
cribirla como una secuencia de pasos similares a los del punto
medio, ([1/1]-Pad́e):

(
M + i

τ

2
H

)
Ψn

h =
(
M − i

τ

2
H

)
Ψn−1

h . (12)

Proposición 2. La iteración [m/m]-Pad́e-LDG (10) puede
reescribirse como una secuencia dem-pasos que poseen la
misma estructura: seaΨ(0)

h := Ψn−1
h , para k = 1, . . . ,m

resuelva paraΨ(k)
h el sistema lineal

(
M + i

τ

rm,k
H

)
Ψ(k)

h =

(
M − i

τ

r∗m,k

H

)
Ψ(k−1)

h , (13)

finalmente definaΨn
h := Ψ(m)

h .
Prueba.De acuerdo a la no singularidad de los factores de
Qm(·), Proposicíon 1, la iteracíon (10) puede reescribirse de
la siguiente manera

Ψn
h=Qm

(−iτM−1H
)−1

Pm

(−iτM−1H
)
Ψn−1

h , (14a)

=
m∏

k=1

(
I + i

τ

rm,k
M−1H

)−1

×
(
I − i

τ

r∗m,k

M−1H

)
Ψn−1

h , (14b)

donde la igualdad (14b) se justifica por la conmutatividad de
los factores dePm(·) y Qm(·). SeaΨ(0)

h := Ψn−1
h , la eva-

luación de este producto se realiza como una secuencia dem
pasos, parak = 1, . . . , m se resuelve el sistema

(
I + i

τ

rm,k
M−1H

)
Ψ(k)

h

=

(
I − i

τ

r∗m,k

M−1H

)
Ψ(k−1)

h , (15)

el cual es equivalente al sistema (13). ¤

4. Conservacíon de invariantes

Recordemos que la ecuación de Schr̈odinger conserva la pro-
babilidad y la enerǵıa del sistema, por lo que es de sumo in-
teŕes determinar si el ḿetodo[m/m]-Pad́e-LDG conserva los
ańalogos discretos de estos invariantes, los cuales se definen
formalmente para cualquiertn como

Pn :=
∫

Ω

ψh(·, tn)∗ψh(·, tn) = 〈MΨn
h,Ψn

h 〉 , (16a)

En :=
∫

Ω

ψh(·, tn)∗Hψh(·, tn) = 〈 HΨn
h,Ψn

h 〉 . (16b)

No est́a por deḿas recordar que los ḿetodos explı́citos
Runge-Kutta, (Euler y Trapecio explı́cito por citar algunos)
no conservan ninguno de estos invariantes [9].
Proposición 3. (Conservacíon de invariantes) El método
[m/m]-Pad́e-LDG conserva los ańalogos discretos de la pro-
babilidad (16a) y de la enerǵıa (16b).
Prueba.Utilizando la expresíon deΨn

h obtenida en (14b), la
conservacíon de la probabilidad se reduce a probar que una
matriz de la forma

U :=
(
I + iαM−1H

)−1 (
I − iα∗M−1H

)
, (17)

es unitaria con respecto al producto interior〈x, y〉M :=
〈Mx, y〉; es decirU∗MU = M . Por la simetŕıa de las matri-
ces realesM y H se tiene

U∗ = M
(
I + iαM−1H

)
(M − iα∗H)−1

. (18)

Por otro lado, ńotese que por la conmutatividad de los facto-
res deU ,

MU = (M − iα∗H)
(
I + iαM−1H

)−1
. (19)

El resultado se obtiene combinando las expresiones obtenidas
en las Ecs. (18) y (19).

Para la conservación del invariante discreto de la energı́a,
comenzamos reescribiendo el sistema (13) en una forma ḿas
conveniente para el análisis de la conservación

i

τ
M

(
Ψ(k)

h −Ψ(k−1)
h

)

=H

(
1

rm,k
Ψ(k)

h +
1

r∗m,k

Ψ(k−1)
h

)
. (20)
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Considerando la parte real del producto interior en la ecua-
ción anterior con el vectorΨ(k)

h −Ψ(k−1)
h y la simetŕıa deM

se tiene

0=Re

〈
H

(
1

rm,k
Ψ(k)

h +
1

r∗m,k

Ψ(k−1)
h

)
,Ψ(k)

h −Ψ(k−1)
h

〉

=
αm,k

|rm,k|2
(〈

HΨ(k)
h ,Ψ(k)

h

〉
−

〈
HΨ(k−1)

h ,Ψ(k−1)
h

〉)
,

=
αm,k

|rm,k|2
(
E(k) − E(k−1)

)
, (21)

la segunda igualdad se obtuvo gracias a la simetrı́a deH. La
conservacíon de la enerǵıa se obtiene del resultado sobre la
localizacíon de las ráıces deQm(·), Teorema3, el cual indica
que la parte real derm,k, αm,k, no es nula. ¤

5. Validación numérica

Los siguientes experimentos numéricos se realizaron en Oc-
tave con aritḿetica de ńumeros complejos de doble precisión.
El error en el tiempo finalt se calcula en la normaL2; es decir

err(t) :=

√∫

Ω

|ψh(x, t)− ψ(x, t)| 2dx, (22)

donde la integral se aproxima numéricamente mediante in-
tegracíon compuesta utilizando una cuadratura de Gauss-
Legendre de 25 puntos en cada celda. La base local del espa-
cio de elemento finitoVh consiste de polinomios ortogonales
de Legendre, lo cual facilita la implementación del ḿetodo si

se consideran aproximaciones de grado variable en cada cel-
da. En cada paso de tiempo se consideró la iteracíon (13) de
la Proposicíon 2. Puesto que solo estamos considerando pro-
blemas unidimensionales, las matrices son tridiagonales por
bloques, por lo que en la fase de inicialización se calcula la
factorizacíon LU de cada una de lasm matrices que apare-
cen en el sistema lineal de (13). En todos los experimentos
se utiliźo la versíon del ḿetodo LDG de disipación ḿınima
(mdLDG) con el flujo en la dirección de izquierda a derecha.
Sin embargo, resultados similares se obtuvieron con el flujo
en la direccíon opuesta, los cuales omitidos por brevedad.
Ejemplo 1: estados estacionarios. Consideramos el proble-
ma de una partı́cula atrapada en un pozoΩ = [0, L] de
potential infinito. Para las condiciones inicialesψn(x) =√

2/L sin (knx), kn = nπ/L, la solucíon exacta es
ψ(x, t) = ψn(x)exp

(−iEn

} t
)

dondeEn = (kn})2 /(2m)
es el nivel de energı́a.

En la Tabla I se muestran las tasas de convergencia en
tiempo para la aproximación del estado estacionarion = 50
en el dominio[0, 100] para una partı́cula de masa unitaria y
} = 1. Estas se obtienen a partir de los errores obtenidos de
dos incrementos de tiempo consecutivos. El dominio se dis-
cretiźo con una malla uniforme de 100 segmentos; y para la
aproximacíon espacial se consideró una distribucíon unifor-
me de polinomios de grado 10 en todas las celdas; lo cual
garantiza que el error global este dominado por el error en
tiempo.

En la Tabla II claramente muestra el orden de convergen-
cia en espacio que predice la teorı́a, el cual debe ser de orden
hp+1 para aproximaciones uniformes de gradop y soluciones

TABLA I. Errores y tasas de convergencia en tiempo del Ejemplo 1 paraTfinal = 1000. El valor inicial deτo correspondiente a cada una de
las aproximaciones de Padé fue 0.5, 1, 4 y 4 respectivamente.

[2/2]-Pad́e [3/3]-Pad́e [4/4]-Pad́e [5/5]-Pad́e

Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa

τo 1.2116e-01 —- 4.0647e-02 —– 1.4485e+00 —– 5.7025e-01 —–

τo/2 7.7087e-03 3.97 6.6433e-04 5.94 5.5672e-02 4.70 8.8785e-04 9.33

τo/22 4.8385e-04 3.99 1.0496e-05 5.98 2.4925e-04 7.80 9.6644e-07 9.84

τo/23 3.0273e-05 4.00 1.6445e-07 6.00 1.0068e-06 7.95 9.6024e-10 9.98

τo/24 1.8925e-06 4.00 2.5642e-09 6.00 3.9607e-09 7.99 9.0860e-12 6.72

TABLA II. Errores y tasas de convergencia en espacio del Ejemplo 1 paraTfinal = 100. El valor inicial de los paŕametros de discretización
(ho, τo) correspondiente a cada gradop fue (0.25, 0.5), (0.5, 0.5), (2, 0.25) y (2, 0.25) respectivamente.

p = 2 p = 3 p = 4 p = 5

Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa

τo, ho 6.5291e-04 —- 1.2977e-04 —- 8.0272e-03 —- 1.0196e-03 —-

τo/2, ho/2 5.5075e-05 3.57 7.5532e-06 4.10 1.5095e-04 5.73 8.5329e-06 6.90

τo/22, ho/22 5.4064e-06 3.35 5.2400e-07 3.85 4.6071e-06 5.03 1.5468e-07 5.79

τo/23, ho/23 6.1774e-07 3.13 2.8663e-08 4.19 1.6290e-07 4.82 2.5781e-09 5.91

τo/24, ho/24 7.5278e-08 3.04 1.7940e-09 4.00 4.8643e-09 5.07 4.2077e-11 5.94
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TABLA III. Errores y tasas de convergencia en tiempo del Ejemplo 2 paraTfinal = 10−2. El valor inicial deτo correspondiente a cada una
de las aproximaciones de Padé fue10−4, 5× 10−4, 2× 10−3 y 5× 10−3 respectivamente.

[2/2]-Pad́e [3/3]-Pad́e [4/4]-Pad́e [5/5]-Pad́e

Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa

τo 3.6719e-04 — 5.1907e-03 — 5.6941e-01 — 1.4306e+00 —

τo/2 2.3095e-05 3.99 9.2368e-05 5.81 1.5383e-02 5.21 4.5164e-01 1.66

τo/22 1.4457e-06 4.00 1.4902e-06 5.95 9.6342e-05 7.32 5.9832e-03 6.24

τo/23 9.0395e-08 4.00 2.3474e-08 5.99 4.2262e-07 7.83 1.1599e-05 9.01

τo/24 5.6591e-09 4.00 4.8592e-10 5.59 1.7288e-09 7.93 1.3450e-08 9.75

FIGURA 1. Estado inicial y final de la onda del Ejemplo 2. Utilizan-
do la aproximacíon [5/5]-Pad́e-LDG conp = 12 para una malla no
uniforme.

suficientemente regulares. Los resultados numéricos se obtu-
vieron aplicando[3/3]-Pad́e-LDG a una secuencia de mallas
uniformes. Los paŕametros de discretización(h, τ) se indican
en la Tabla II.
Ejemplo 2: part ı́cula libre. Estudiamos el comportamien-
to del ḿetodo en un problema ḿas dińamico que descri-
be la evolucíon de un paquete de onda gaussiana que se
propaga libremente; es decir, dondeV (x) = 0. La expre-

sión exacta es ampliamente conocida, [13, 21], definiendo
µ(t) := 1 + (i}t)/(mσ2), µ =

(
σ2π

)−1/4
se tiene

ψ(x, t) =
µ√
µ(t)

exp

(
− 1

2µ(t)

(
x− xo

σ

)2
)

× exp
(

iko (x− xo)− i}k2
ot/(2m)

µ(t)

)
. (23)

En la Tabla III se muestran los errores y tasas de conver-
gencia en tiempo, los cuales muestran claramente ordenτ2m

para aproximaciones[m/m]-Pad́e. El experimento se llevó a
cabo utilizando los siguientes valores numéricos } = 1,
m = 1/2, xo = 1/2, σ = 0.125 yko = 50. Para la dis-
cretizacíon espacial se consideró grado uniformep = 12, lo
cual asegura que el error en tiempo es el dominante; además
para mostrar la flexibilidad del ḿetodo de elemento finito he-
mos utilizado una malla no uniforme con apenas 30 celdas la
cual se ilustra en la Fig. 1. El dominioΩ = [−1, 4] asegura
que la onda no se verá afectada por imponer condiciones de
Dirichlet homoǵeneas. Concentramos las celdas en la zona
[0 2] donde se necesita más precisíon, mientras que las celdas
de mayor díametro se utilizan en los extremos del intervalo.
El diámetro ḿınimo de las celdas eshmı́n = 5× 10−2 mien-
tras que el ḿaximo eshmáx = 1.0109375, aproximadamente
20 veces ḿas grande. En la figura se muestra|ψ(x, t)| en el
tiempo inicial y final, las barras muestran que la posición del

FIGURA 2. Conservacíon de los invariantes del Ejemplo 2; estado inicial y final del paquete de onda.
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TABLA IV. Comportamiento del error para la misma cantidad de
grados de libertad (3000) enTfinal = 10−1, τ = 0.25× 10−4.

p N Error

1 1500 1.0971e-02

2 1000 1.0582e-03

3 750 1.2969e-04

4 600 1.7148e-05

5 500 2.4474e-06

9 300 2.5308e-09

centro del paquete de onda coincide con el valor exacto
que predice la teorı́a xc = xo + Vot donde la velocidad
Vo = (}ko)/m, por lo que para nuestros valores numéricos
xc = xo + 2kot = 1.5.

La conservacíon de la probabilidad y de la energı́a para
distintas aproximaciones de Padé se muestra en la Fig. 2. Ca-
be mencionar que por tratarse de una partı́cula libre la enerǵıa
es estrictamente cinética. Con el proṕosito de mostrar la con-
servacíon de los invariantes en un perı́odo de tiempo un poco
más largo en comparación al utilizado en la Tabla III, consi-
deramos las siguientes valoresko = 7.5 y Tfinal = 10−1, por
lo que el ancho del paquete de onda es más pronunciado y su
centro en el tiempo final se localiza enxc = 2.0. Tomando
en cuenta estas caracterı́sticas el experimento se realizó para
una malla no uniforme en el dominioΩ = [−20, 20], ver
Fig. 2. El incremento en tiempo fueτ = 0.25×10−4 para un
total de 4000 pasos.

A continuacíon ilustramos la ventaja de considerar apro-
ximaciones espaciales de alto orden para problemas suficien-
temente regulares. Recordemos que para aproximaciones es-
paciales de grado uniformep en una malla deN celdas, la
cantidad total de inćognitas del sistema discreto (grados de
libertad) es igual a(p + 1)N . En la Tabla IV comparamos
la precisíon de la aproximación para un ńumero fijo de gra-
dos de libertad (3000), por lo que consideramosp y N de tal
forma que(p + 1)N = 3000. Los datos del cuadro refieren
a la propagación de una partı́cula libre donde se utilizaron
los siguientes valores numéricosΩ = [−5, 15], x0 = 0,
ko = 25, σo = 0.125. Para la discretización en tiempo se
utilizó [4/4]-Pad́e-LDG con el mismo incremento en tiempo
τ = 0.25 × 10−4 para cualquierp. Nótese como el error en
la aproximacíon decrece a medida que el grado del polino-
mio aumenta, manteniendo la misma cantidad de grados de
libertad. Claramente se observa que es más conveniente con-
siderar aproximaciones de alto orden en problemas de mu-
cha regularidad. Para tener una idea de la eficiencia relativa
del uso de alto orden en espacio, el tiempo de ejecución para
p = 9 fue aproximadamente 2.5 veces más que el dep = 1,
sin embargo el error es 7́ordenes de magnitud ḿas pequẽno
que el dep = 1, lo cual favorece el uso de aproximaciones
de alto orden.

Ejemplo 3: oscilador armónico cúantico. Validamos la
conservacíon y la convergencia en tiempo en un problema os-

FIGURA 3. Evolución del error relativo de la probabilidad para el
problema del Ejemplo 3.

FIGURA 4. Evolución del error relativo de la energı́a para el pro-
blema del Ejemplo 3.

cilatorio de potencial cuadráticoV (x) = (1/2)mω2x2, cuya
solucíon ha sido discutida en Shiff Cap. 13, Pág 75, [20]

ψ(x, t) = 4

√
1

σ2π
exp

(
−1

2
(ξ − ξo cos(ωt))2

)

× exp
(
− i

[
1
2
ωt + ξξo sin(ωt)

− 1
4
ξ2
o sin(2ωt)

])
, (24)

dondeξ := x/σ, ξo := xo/σ.
La conservacíon de la probabilidad y de la energı́a se ilus-

tra en las Figs. 3 y 4; donde se muestra el error relativo con
respecto a los invariantes en el instante inicial para aproxima-
ciones de gradop = 12 en espacio y distintas aproximaciones
de Pad́e. La escala muestra claramente la propiedad conser-
vativa del ḿetodo.
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TABLA V. Errores y tasas de convergencia en tiempo del Ejemplo 3 paraTfinal = 10π. El valor inicial deτo correspondiente a cada una de
las aproximaciones de Padé fueπ/8, π/8, π y π respectivamente.

[2/2]-Pad́e [3/3]-Pad́e [4/4]-Pad́e [5/5]-Pad́e

Error Tasa Error Tasa Error Tasa Error Tasa

τo 8.2014e-01 — 2.5282e-02 — 1.2417e+00 —- 1.1253e+00 —

τo/2 1.0599e-01 2.95 4.3123e-04 5.87 8.2801e-01 0.58 2.8348e-01 1.99

τo/22 6.9167e-03 3.94 6.8706e-06 5.97 5.0083e-02 4.05 1.9346e-03 7.20

τo/23 4.3486e-04 3.99 1.0765e-07 6.00 2.8712e-04 7.45 2.4944e-06 9.60

τo/24 2.7219e-05 4.00 1.6597e-09 6.02 1.2051e-06 7.90 2.6612e-09 9.87

En la Tabla V se presenta el error y las tasas de conver-
gencia en tiempo, para una malla uniforme de 2000 celdas en
el dominioΩ = [−40, 40] y aproximaciones de grado uni-
forme p = 12, lo cual asegura que el error está dominado
por la aproximacíon en tiempo y no en espacio. El error se
obtuvo para el tiempo finalT = 100π; el cual corresponde
a 10 peŕıodos de oscilación. Los paŕametros para este expe-
rimento fueron los utilizados en las Refs. [19, 21]:xo = 10,
} := 1 y m = 1, ω = 0.2 y σ =

√
}/mω. Las tasas obte-

nidas muestran claramente orden de convergenciaτ2m para
aproximaciones[m/m]-Pad́e.

Ejemplo 4: barrera de potencial. Estudiamos el com-
portamiento de la iteración [m/m]-Pad́e-LDG para una onda
gaussiana que atraviesa una barrera de potencial. La dinámi-
ca de este problema fue ilustrada por primera vez en Gold-
berg, Schey y Schwartz [14], donde los autores realizaron un
estudio minucioso de los parámetros de discretización para
diferencias finitas de segundo orden en espacio y el méto-

do de Crank-Nicolson en tiempo. Los valores numéricos en
nuestro experimento son similares a los utilizados en [14],
Ω = [−0.5, 1.5], } = 1 m = 1/2, σ = 0.05,ko = 50π,
x0 = 0.25, el valor del potencial es igual al valor promedio
de la enerǵıa

V (x) :=
{

(50π)2 parax ∈ [0.46, 0.54],
0 parax /∈ [0.46, 0.54]. (25)

Para la simulación se consideraron los siguientes parámetros:
el dominio Ω se dividío uniformemente en 100 intervalos,
h = 0.02 y la aproximacíon espacial se realizó con polino-
mios de gradop = 9 para un total de 1000 grados de libertad;
el avance en tiempo consistió de 100 pasos (τ = 1.6× 10−5)
con aproximaciones[4/4]-Pad́e-LDG. Cabe mencionar que
los paŕametrosh y τ son ḿas grandes que los utilizados en
la Ref. [14]. En la Fig. 5 se ilustra el comportamiento de
|ψh(x, t)| para ciertos instantes de tiempo.

FIGURA 5. Evolución de|ψh(x, t)| para el problema del Ejemplo 4.
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FIGURA 6. Evolución del error relativo de la probabilidad y de la
enerǵıa para el problema del Ejemplo 4.

FIGURA 7. Evolución de las energı́as: cińetica, potencial y total
para el problema del Ejemplo 4.

En este ejemplo la evolución de la enerǵıa es mucho ḿas
interesante debido a la presencia del potencial discontinuo.
En la Fig. 6 se valida la conservación de ambos invariantes;
mientras que en la Fig. 7 se presenta la evolución de todas las
enerǵıas: cińetica, potencial y total. Ńotese que en el interva-
lo de tiempo[7.68× 10−4, 8.8× 10−4] la enerǵıa potencial
supera la cińetica debido a que una buena parte de la onda
queda atrapada en la barrera.

Ejemplo 5: experimento de la rendija en 2D. Estudia-
mos la dińamica de una partı́cula libre que atraviesa una ren-
dija con distintas longitudes. La función de onda inicial se
modela como un pulso Gaussiano

ψh (x, t) :=
1

σ
√

π
eiko·xe−

1
2 ( ‖x−xo‖

σ )2

. (26)

el cual se encuentra inicialmente centrado enxo = (−0.5, 0)
conσ = 0.125 yko = (50, 0). En ausencia de la rendija el

FIGURA 8. Informacíon b́asica de las mallasL(σ) = 2σ, σ, σ/2

paraσ = 0.125.

pulso avanzarı́a de izquierda a derecha manteniendo su for-
ma pero incrementando su ancho. En el instantet = 10−2 el
centro del pulso se localizarı́a enxc = (0.5, 0).

Para la simulación se utilizaron tres mallas conformes
no estructuradas, las cuales fueron generadas por el paque-
teTriangle[18], ver Fig. 7. Se consideró una ranura centrada
en el origen, de ancho fijoW (σ) = 2σ y tres valores pa-
ra el largoL(σ) = 2σ, σ, σ/2. El dominio computacional es
Ω = [−1.5, 1.5] × [−1.5, 1.5], el cual es suficientemente
grande para poder imponer condiciones de contorno de Diri-
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FIGURA 9. Evolución de la onda para distintas longitudes de la rendija. Parámetros:} = 1, m = 1/2 σ = 0.125.

TABLA VI. Informacíon b́asica de las mallasL(σ) = 2σ, σ, σ/2

paraσ = 0.125

N hmı́n hmáx amı́n amáx

2645 6.25e-02 1.72e-01 1.69e-03 4.99e-03

2643 3.13e-02 1.56e-01 4.27e-04 4.99e-03

2674 1.56e-02 1.56e-01 1.22e-04 4.99e-03

chlet homoǵeneas y que estas no alteren el comportamiento
de la onda. Algunos detalles geométricos como el ńumero to-
tal de celdasN , la menor y la mayor longitud de todas las
aristas,hmı́n y hmáx; la menor y la mayoŕarea de todas las
celdas,amı́n y amáx; se muestran en la Tabla VI.

Los ćalculos se realizaron con el esquema temporal[2/2]-
Pad́e-LDG, con un incremento en tiempoτ = 10−4 y un total
deNt = 100 pasos para el tiempo finalTfinal = 10−2. En es-
pacio se utilizaron aproximaciones de grado uniformep = 6,

por lo que la dimensión del espacio local de elemento finito
es igual a 28. Puesto que el número total de celdas es aproxi-
madamente el mismo en todas las mallas, la cantidad total de
grados de libertad es prácticamente el mismo. Sin embargo,
en comparación con el ḿetodo de diferencias finitas, la dis-
cretizacíon del dominio es ḿas flexible ya que no requiere de
celdas uniformes.

En la Fig. 9 se ilustra la dińamica de la onda para las tres
rendijas en los tiemposTn = n × 10−4, n = 25, 75 y 100.
Independientemente del tamaño de la rendija, antes del ins-
tanteT25 = 25 × 10−4 el pulso se comporta esencialmente
de la misma forma. Lo cual es de esperar debido a que el
pulso áun no ha alcanzado a tener contacto con las paredes
de la ranura. Las gráficas de los instantesT75 y T100 ilustran
claramente la influencia del largo de la rendija en el compor-
tamiento de la onda. Parte de esta atraviesa la rendija y parte
rebota, como es de esperar el rebote es más pronunciado pa-
ra una rendija de menor longitud. Además se observa que el
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centro de la porcíon que atraviesa la rendija no alcanza el
centroxc = (0.5, 0) (en ausencia de rendija).

6. Conclusiones

Hemos presentado un esquema numérico basado en el ḿeto-
do de elemento finito discontinuo LDG en espacio y aproxi-
maciones de Padé en tiempo. Esta combinación de discreti-
zaciones permiten obtener aproximaciones de alta precisión
en espacio y tiempo para problemas donde la solución es su-
ficientemente regular; además se ilustŕo que para este tipo de
soluciones es conveniente utilizar pocas celdas con aproxi-
maciones de alto orden en espacio.

Aunque hemos ilustrado la flexibilidad que ofrecen es-
te tipo de discretizaciones espaciales al considerar mallas no
uniformes, estas fueron construidas teniendo cierto conoci-
miento a-priori del comportamiento de la solución. El de-
sarrollo de una t́ecnica adaptativa en espacio en donde, sin
conocimiento previo de la solución, la malla se adapte a la
evolucíon de la onda, es un trabajo en progreso. Esperamos
que el impacto sea aún mayor para problemas multidimensio-
nales donde realmente podemos considerar mallas no confor-
mes, las cuales no son permitidas en el método de elemento
finito continuo tradicional. Otra dirección de investigación es
el desarrollo de estimados de errora-posterioripara el grado
de aproximacíon en cada celda.
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