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RESUMEN

Usando un nuevo método de disefio’, se ba efectuado la sintesis de un ge-
nerador que produce una senal markoffiana de tres simbolos con probabilidades pre-
determinadas y ajustables que pueden variarse a voluntad en incrementos de 1/8
entre los valares ceroy uno, Este generadar se encuentra en operacion y ba fun-

cionado satisfactariamente.

El objetode este trabajo es el de reportar sobre el disefio y construccién
de un generador que produce una seiial markoffiana de tres simbolos con caracte=
risticas predeterminadas y ajustables. Este diseiio se hizo para verificar experi-
me ntalme nte algunos resultadss que se deducen de una teoria general de autématas

expuesta en un trabajo en vias de publicacién’.
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La teoria en cuestién aprovecha la analogio forma! que puede establecerse
entre el sistemn de ecuaciones légicas que describen elicomportamiento de un au-
témata causal en su espacio fase y las ecuaciones algebrdicas que rigen el compor-
tamiento de un sistema markoffiano con el mismo nimero de estados.

Sabido es que un autémata puede describirse como un dispositivo dotado de

“x”, un nGmero de salidas *z"

un cierto ndmero de terminales de acceso 6 entradas
y un conjunto de variables binarias internas “y” cuyas combinaciones permitidas de
valores especifican los llamados “estados internos” 6 simp leme nte “estados” del au-
témata. Bajo la influencia de los estimulos “x" el autémata experime nta uno suce-
siénde tronsiciones ensus estados internos "y” acompaiiadas por la aparicién en la
salida de decisiones "z” que pueden representarse como funciones légicas de los
estados.

Es usual y tal es nuestro caso, que la decisién “z”* sea una funcién univoca del es-
tado, de manera que a una secuencia definida de estados corresponde una secuencia bien
determinada de decisiones que reflejan fielmente los estados sucesivos, de manera que
anbas secuencias, la de estados “y" y la de decisiones “z” pueden considerarse
como dos representaciones diferentes del mismo proceso.

La feoriu.l parte de las llomodas ecuaciones canénicas que pueden conside-
rarse como ecuaciones de movimiento del autémata en su espacio fase que no es si-
no el espacio de estados internos “y". Recordamos que estas ecuaciones pueden

escribirse como igualdades légicas de la forma:
¥, = fly.x) )

en donde “y” y “x’’ son el estado interno del autémata y el estimulo que actua so-
bre el mismo al tiempo cuantizado ¢ y “yl" es el estado interno al tiempo £ +1.

En otras palabras, las ecuaciones canénicas determinan el estado siguiente en ter-
minos del estado y de la estimulacién que prevalecian en el tiempo inmediatamente

anterior. Clarame nte (1) puede -interpretarse como la expresién de una transformacién
l y
%
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del espacio fase en si mismo, condicionada por un conjunto de pardmetros“x” que
son precisamente los estimulos.

Introduc iendo variables 16gicas dependientes del tiempo que designan direc-
tamente los estados, en la teoria citada se demue stra que estas ecuaciones candni=
cas pueden siempre escribirse como un sistema de ecuaciones légicas de la forma

E, =XE 2)

en donde "E” es un vectar llamado vector de estado, cuyos componentes son loses-
tados internos del sistema al tiempo #, de monera que si éste posee n estados,
“E" tendrg precisamente » componentes. “X”, la llamada matriz de estimulos é ma-
triz de exitaciones, es una matrix nxn formada con las variables que representan
los estimulos “x" al tiempo ¢, y "E"‘ es el mismo vector de estado al tiempo si-
guiente £ + 1.

Esta formulacién es valida pora un autémata determinista cuyos transforma-
ciones intérnas estan causalmente determinadas por los estimulos. Sin embargo
cuando se consideran las ecuaciones de movimiento de un autémata probabilista,
cuyas fransiciones en vez de ser causales, son casuales y estan limitadas solamen-
te par un conjunto de probabilidades de transicion, se encue nfra,coino es bien sabi-
do, que dichas ecuaciones pueden escribirse ‘en lenguaje algebrdico de una manera
formalmente idéntica a las ecuaciones (2), con la dUnica diferencia de que la matriz
“X" que determina la transformacién E — E, , en vez de ser una matriz formada por
estimulos, tiene elementos que son justamente las probabilidades de transicion.

Esta analogia puede explotarse, haciendo que los e stimulos “x” correspon -
dan a una sefial estocastica con una ley de probabilidad determinada, locual permite
reinterpretar la matriz *‘X’' como la matriz caracteristica de un proceso markoffia-
no, llegandose de e sta suerte a un método’ que permite la sintesis directa de un ge-
nerador, cuyas transiciones siguen la cadena markoffiana, cuyas probabilidades
transic ionales son los elementos de la matriz. Si ademds, los procesos estocds=
ticos “x” se hacen ajustables, la cadena de Markoff serd ajustable en la misma me-
dida.

A fin de aclarar el proceso, consideramos un lenguaje de n simbolos {5 }
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suponiendo que este lenguaje ha sido producido por un auténata de » estados tal
que cuando quiera que se encuentra en el e stado “j*, emite el simbale $;e Consi=
deramos ademds uno secuencia de r tiempos sucesivos

P A

y supongamos que en estos tiempos el generador haya emitido uno secuencic de sim-
bolos
que sergd una seleccién arbitraria

1452+ +S, de r simbolos de {§} con posi-
bles repeticiones.

S

Designando por

bls, oy /S8y ve-ns,)

la probabilidad condicional de que el generador emita el simbolo s, 41 al tiempo

LA cuando habio emitido los simbolos S, 8

27+« S, en los tiempos LIV A
- -« %, se sabe que ia caracteristica distintiva de un lenguaje markoffiano puede

establecerse por ld condicién:

p(s'¢1/sl,sz..,..s,)=p’s,*1/s,) 3)

segun la cual la probabilidad condicional de cualquier simbolo s, 4 ol tiempo

¢ depende solamente del simbolo s emitido al tiempo inmediata-

r+1
mente onterior f , perc es independ iente de los simbolos emitidos en cualesquiera
tiempos anteriores a ¢, .

. . . 2
El proces o markoffiano puede pues caracterizarse por un sistema de n” pro-

babilidades de transicién

pls;/sy) Gyk=12,...n)

que son las probabilidodes condicionales de emisién del simbolo s, cuando en el
tiempo inmediatamente anterior se hobio emitido el simbolo s, . Siademds, y es-

to serd supuesto explicitamente en lo secuela, el conjunto de valares p(s; /s;) =s
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independiente del origen del tiempo 4, dicho de otro modo, es invariante frente a

tronslacione s en el tiempo, el proceso markotfiono en cue stién serd estacionario.

En nuestro caso es ademds finito por referirse a un nimero finito de simbolos.
Haciendo por brevedad p(i/k) = pls,/s;), recordomos que las p(s/k) son

precisamente los elementos de la llamado “matriz de Markoft”

P =11 pi/k) I} {4)
i,k=1,2....n)

que satisfacen las conocidas relaciones:

0 < pli/k) <) (4a)
pli/k) = 1 (4b)
la segunda de las cualies supone que, de acuerdo con la hipétesis de un procesoc es-
tacionario, imaginamos una secuencia indefinidamente larga de simbolos, de mane-
ra que no nos ocuparemos de cuestiones relativas a transitorios iniciales 6 condi =
ciones de terminacién.
Lo matrjz (4) caracteriza y describe totalmente el proceso, porque si pli, k)

remresento lo probabilidud absoluta de ocurrencia de un digrama (s;sp), vy p(d) la

probabilidad absoluta de ocurrencia del simbolo s;, en virtud de la relacion

pli k) = pli/k) plk) (5)

se obtiens, sumando sobre &
plé) = E pli/k) plk) (6)
ecuacién que, combinada con la condicién de normalizacién
> pli) = (6a)
permite calcular o partir del sistemn de los p(i/A) el conjunto de las » probabilida-
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des absolutas p(4), (§ = 1,2....n), como las componentes de un vector propio de
la matriz de Markott perteneciente al valor propio A= 1. »

Entonces (5) permite obtener las probabilidades de los digramas y, por
encadenamiento, puede camputarse la probabilidad de cualquier secuencia.

Nuestro problema radicaba por tanto en sintetizar un generador en el que las
p{é/k)} pudieran ad optarse como eieme ntos bésicog de disefio, ajustarse a valores
predeterminados y moditicarse a voluntad dentro de ciertos limites. Le esta mane-
ra nuestro generadar seria capaz de producir toda una clase de sefiales markoftianas,
A continuacién veremos que de hecho fus posible extender la versatilidad del gene-

rador para producir sefiales a(n de clases diferentes.

ESPECIFICACION DEL AUTOMATA

Comenzamos por limitar a tres el nomero de simbolos del lenguaje, conside-
rando por tanto un generador de 3 estados A,B,C, con la propiedad de que habriade
emitir los simbolos 2,5, c segin se encontrard en los estados A, B,C respectivamen=
te.

Nos propusimos variar las probabilidades de fransicién de 1/8 en 1/8 entre
‘los limites 0y 1, considerando que esto era suticiente bora nuestros propésitos sin
aumentar indebidamente el costo del equipo.

Segun queda dicho, ¢l generad or para su operacidn requiere ser estimulado
por 3 procesos estocdsticos *,
tamiento markottiano del generador mismo, se escogieron como sefiales bivaluadas,

%, %5 que, con el propésito de garantizar el compor-

que tomardn los walores 0 6 1 con probabilidades determinadas, cuidando sin embar-
go de que los 3 procesos tueran estadisticamente independientes.

El diagrama de transiciones del autémata se planes con arreglo a la fig. 1. Se
ve que los tres procesos independientes X%, Y % actian selectivamente sobre los es-
tados A, B y C respectivamente. Por ejemplo, si el autémata estG en "A”, el Gnico es-
timulo efectivo es x de manera que si x = 0, el autémata permanece en A, en tanto que si
x =1, pasa a B. Seme jantemente ocurre con los 2 estados restantes.

Con este esquema queda garantizado que el estado tinal de una transicién
depende solamente del estado anterior y del valor del estimulo asignado a éste Glti-
mo, asegurandose asi el cardcter markoftiano del proceso, impidiéndose que se esta~

blezca una dependencia de duracién mayor a un tiempo, lo que produciria un lenguaje
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con mayor coherencia que el requerido. Es claro que esta Gltima condicién requiere
lo completa independencia estadistica de las sefales ENE VLR
Las ecuaciones légicas que siguen las transiciones del autémata resulton

inmediatamente de la gréfica de la fig. 1. Y son en este caso:

4

¢ ¢
Axl + Bx,

, =Ax tCx, (7)

L, =Bx, + C‘.v:'3

en donde la primera ecuacion signitica, por ejemplo, que el autémata se encontrard

en el estado A al tiempo ¢+ 1, si al tiempo ¢ se encontrabaen Ay x = 0 (las pri-
mas designan negacién), o bien se encontraba en B y x, = 0. Las otras dos ecua-
ciones tienen una interpretacidn semejante.

La interpretacién probabilistica de las transiciones puede en este caso
establecerse de una manera natural comosigue: la transicién, A—~B por ejemplo,
ocurre solamente si x, =1, de manera que si plx, = 1) es la probabilidad de que la
variable x, tome el valor 1, puede evidenteme rte afirmarse que ésta es precisamente
la probabilidad de la fransicién.

Semejantemente si 1)(::z = () es la probabilidad del evento x = 0, serd asi mismo
la probabilidad condicional de la transicién A = A. Pueden par tfanto hacerse las

identiticaciones

plx, = 0)
P, = 1)

pla/a)
p(b/a)

que satisfacen la relacién obvia:
pla/a) tplb/a) = plx, =0) + plx, =1) =1
dado que escogimos para este caso:

plc/a) =0
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de maonera que en nuestro leng uaje nunca apareceria una ¢ después de una 4.
De manera andloga se interpretan las transiciones remanentes pudiendo asi esta=

blecerse el conjunto de identiticaciones:

pla/a) = plx = 0)
pb/a) = plx, = 1)
pa/b) = plx, = 0) (8)
plc/b) = plx, = 1)
plb/c) = plx, = 1)
plc/c) = plx, = 0)

de donde se derivan inmediatamente las restricciones:

pla/a) + p(b/a) =1

pla/b) + plc/b) =1

p(b/c) + plc/c) =1
ple/a) = p(b/b) = pla/c) =0

(8a)

Escribiendo las ecuaciones légicas (7) en la forma matricial (2), se obtie-

ne:
A X, "z' 0 A
B, =1 x 0 x, B (9)
C1 0 x, x; C
on donde
x! x; 0
X = x| 0 Xy (%a)
0 x x

es la matriz de exitacién.
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De ésta y de las identificaciones (8) resulta inme diatamente la matriz de Markoft

asociada:
pla/a)y  pla/b) 0
P = p\b/a) 0 p(b/c) (10
0 p(c/b)  plc/c)

Nuestro problema, suoniendo por el momento que los procesos estocdsticos %%,

x, son disponibles, se reduce a sintetizar un autdmata que realiza las e cuaciones

(7).

SINTESIS LOGICA DEL CIRCUITO
La sintesis se desarrclla chora de la manera ordinufiuz. Para representar
los 3 estados utilizamos 2 variables binarias internas y , ¥, Y escogemos las asig-

naciones:
A=yly, ¥, ¥,=0

B=y,7, (1i)

_ v
€= Y1 Y,
de donde se obtuvieron las ecuaciones de tronsicidn

fy)) =53 ¥x,9, ¥ 20y
(12)
fy,) =y +x9, +x2y,

en donde fly,) y /(yz) representan los valaores de y, y y, al tiempo siguiente al
que corresponde a los segundos miembros.

(12) permite realizor inmediatamente una sintesis légica, utilizando elemen-
tos de decisién (conjunciones, alternaciones y negaciones) y de retardos. Sinem-
bargo en nue stro caso enc mtramos que era pos ible lograr una considerable simpli-

ficacion en la légica, realizando las variables y, ey, como memorias “f~A".
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Entendemos como memoria j~k un dispositivo, Fig. 2,con dos entrados jy ky
una salida y ( que o menudo se completa con la salida complementaria y') cuya

operacidn obedece a las siguientes reglas:

y prende con ia combinacién j =1, k=0

y permanece prendida en tanto que & = (;

seapagaconj= 0,k =1y permanece

apagada en tanto que j = Q;
mantiene el voloar anterior con lo cembinacion j = 0, k.= 0y combia (de 0a 1, 6 de
1 a 0) con la combinacién j =1, k= 1.

Haciendo la sintesis de (12) cn esta clase de memoria se obtiene el resul-

tado:

ily,) = = 1ly,) = x4 %)
ky,)) =x, 9, ky,) =x, %,

de donde resulta inmediatamente el diagrama I6gico que se muastra en la Fig. 3.
Aqui los simbolos a,b,c resultan con las conjunciones ind icados de acuerdo con las
asignaciones (11).

L.a mecanizocién de las memorios j-k se hizo con la ayuda de un circuitode
Eccles-Jordan con los modificacione s requeridas para obtener la lIégica deseada,
las cuales pueden notarse en el diagrama detallado que se muestra en la
Fig. 9.

Con el objeto de ojustar la unidad de duracién se inwodujeron retardos au-

xiliores de 0.2 mseg.

GENERADOR DE UN-PROC ESO CICLICO

Moditicando el esquema de transiciones de la Fig. 1 de acuerdo con el es-
quema que se mwestra en la Fig. 4,se pensd,de ser posible, generar ademds de un
proceso markottiono puro, uno de los llamodos cfclicoss por el interés que en si mis-
mos estos encierran y por proporcionarnos la oportunidad de comparar posteriormen-

te diversos efectos de una y otra clase de seiales.
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Siguiendo el mismo método anterior se encontraban los ecwaciones Iégicas:
- '
A = Ax + Cx,
- [
B =Ax + Bx, (14)

— 1
C1 = sz + st

con el conjunto de identificaciones:

pla/a) = [7(::1 = Q)

pb/a) = plx, =1)

pb/b) = plx, = 0)

plc/b) = p(x2 =1) as)
plc/c) = plx, =0)

plasc) = plx, =1)

y las restricciones:

pla/a) + plb/a) =

plb/b) + plc/B) = 1 (15a)
plc/c) + pla/c) =1

pla/b) = p(b/c) = plc/a) =0
obteniendose asi la matriz de Markoff:

pla/a) ] pla/c)
P = plb/a) p(b/b) 0 (16)
0 plc/by plc/c)

Realizando la sintesis con me morias j-k y emp leando las mismas asignacio-

nes (11), se obtiene la légica:
ity,) =x, ' ily,) ==, -
kly,) =x,5, Aly,) =x,5,
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Comparando este resultado con el obtenido con el caso aciclico (13), se
ve de inmediato la gran semejanza entre uno y otro.  Esta feliz circunstancia nos
permitié fundir las dos formas en un mismo generador y pasar de una a otra a vo-

luntad, mediante una simple lave de canbio.

GENERADOR POISSONIANO CON PROBABILIDAD AJUSTABLE

La opsracién de nuestro generador depende chora de la disponibilidad de
tres seiales de entrada X, X%, bivaluadas , e stadisticomente independientes,y
con probabilidades ajustob les de tomar los valores 05 1.

Seflales de esta naturaleza pueden obtenerse partiendo de trenes de pulsos
poissonianos. Para obtener éstos, decidimos emp lear muestras radicactivas, doto-
da c.u. de un sistemn de contadores de Geiger que, mediante filtraje adecuado, se
hicieron sensibles a uno sola clase de radiacién (rayos ). Como muestras seem-
plearon peque fias cantidades de u,o0,.

La frecuencia fundamental de! proceso poissoniano puede regularse, sin
afectar su caracter, de dos maneras: variando la cantidad de muestra § mas facil-
mente, variando la distancia entre ésta y los contadores, ajustando asi el dngulo
sélido de deteccién. Dado que el sistema emplead o para c.u. de las tres sefales
es idéntico, describimos solamente una de ellas, digamos "x*.

El tren de pulsos poissonianos, obtenido a la salida del sistema de conta-
dores, se sujeta primero o una conformacién con el propésito de controlar la forma
del pulso, su altwa y duracién.

El intervalo medio entre pulsoy pulso es del orden de 2-5 m seg. y la dwa-
cién de pulso conformado es del arden de 1-2 . seg. Para nuestro propésito los
pulsos individuales pueden considerarse como instantdneos y el tren poissoniano
puede representorse como el renglén “w” de la Fig. 5. Es de hacerse natar que
siendo el tiempo muerto de las contadares del orden de 20 L seg, para las frecuen-
cias medias de re peticion que nasotros usamos, el error introducido por éste en la
estadistica, es, para todo propdsito practico, despreciable. Para ajustar la sefial
*x'’ a una probabilidad bien definida no seguimos el 'método de emplear una com-

puerta que deja pasar solamente un porcentaje fijo de pulsos. Este método tiene
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el inconveniente, de que la probabilidad de oc wrencia de un pulso no depende sola-
mente del gjuste de la compuerta sino también de la frecuencia media de ios pulsos
“w" que habré por tanto de verificarse en cada e xperimento mediante conteo, y de
ningin modo es comodo para ajustarse. El procedimiento de Whife‘, que resvelve
este prablema, habria salido demasiado costoso, para realizarse en tres unidades
idénticas.

E|l método que hemos adoptado se ilustra primero mediante la. sefial “a’’ de
Fig. 5. Hacemos que el tren “w” excite un contador binario, cuya salida bivaluada
adopftaré la forma “a”. Dado el caroacter poissonianc-del tren "w” y la conocida
ley de reparticién de los pulsos poissonianos en el ﬁempos, es inmediato que la

seia| es estocdstica y tiene la propiedad de que

pla=1)=pla=0) =1/2 .

Para obtener ahora segin el mismo principio una “x" con probabilidad ajus-
table a diferentes valares, subdividimos mediante un sistema adecuado de conta-
dores, la secuencia de intervalos entre los pulsos too {14, ..., nocomo en el
ejemplo de la sefial “a” en trozos de 2 tiempos [haciendo “activo” cada segundo
de ellos), pero en trozos de 8 tiempos, o que nos permitié escoger como tiempo
activo 1,62,..... hasta 7 de ellos, dandonos sefiales con protabilidad p(x = 1)
de 1/8,2/8...hasta 7/8. Queda entendido que la subdivisiénen § tiempos es
perfectamente arbitraria, habiéndose poadido escoger cualquier otra potencia de 2.

Mostramos también en la grafica Fig. 5 tres de e stas posibles sefialesadon-
de “b'' representa una sefial con p(x = 1) =1/8, “¢c" con plx =1) = 2/8 y “d"
con px=1) =3/8.

El dispositive para efectuar esta operacion se construyé en forma de un
autémata de 8 estodos a,b,c, ... b, cuyo diagrama de transiciones se muestra en
Fig. 6. Las tBnsiciones de un estado al siguiente se efectuan medignte los pul-
sos de la sefial “w”entantoque el autémata queda estable durante los intervalos en-
tre pulsos.

De este autémata podemos obtener la sefial requerida “x”, dando, simplemen-
te salida “1” @ un nomero escogido de estados y farmando las alternaciones légi~

cas correspondientes. Asi obtendremos por ejemplo, una sefal con p(x = 1) =1/8,
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dando salida “1'’ solamente a uno cualquiera de los 8 estados y dando salida *0"
o los demds. De la misma manera obtendremos una seiial con p(x = 1) =2/8, si
la salida se hace “1”, cuando el autémata se encuentra 6 en uno, & en otro de dos
estados escogidos de los 8, haciendose “0” en los demés. De manera andlogarea-
lizamos los valares restantes para las probobilidades p(x = 1) = n/8, (n=1,2,..7).
Para la sintesis de este autémata se necesitan tres varigbles internas, biva-
luadas Y+ Y0¥ 4s CVyos 8 comb inaciones pueden as ignarse una par una a los 8 es=
dos. Estas Mariables “y” fueron realizadas en forma de tres contad ores binarios,
conectados en cascada, como lo demwestra el diagrama de bloques de la Fig. 7.
Los cambios entre los niveles cero y uno se hacen para %, con cada segun-
do pulso, pora ¥, con cada cuarto pulso y para y, con cada octavo pulse. Las asig-
naciones de las combinac iones de las tres variables “y” o los estados del autéma-

ta se hicieron por orden alfabético segin lo siguiente tabla:

Estado Y, ¥, Ys
a 0 0 0
b 1 0 0
c 0 1 0
d 1 1 0
e 0 0 1
/ 1 0 1
g 0 1 1
b 1 1 1

Los estados a4,b,c,++.. b pudieron asi ser realizados fomando todas las con-
junciones pos ibles entre las solidas (ofirmalas y negadas) de los tres contedares,
combinéndolas después de 7 diferentes maneras por medig de alternaciones, dando
c.u. una posible sefial “x”.

Fue posible simplificar algo esta solucién y reducir @ un nimero més costea-
ble los diodos necesarios para formar las conjunciones y alternaciones, agregando

W cuarto paso de multivibrador biestable. Este paso, mu;cado con *x" en la Fig.7
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tiene dos entradas independientes *#'' y “r" y su salida *x” prende ol excitarse la
linea de entrada “¢" y se apaga al exitarse la linea de entrada “r".

Excitando ahora “#”

con una combinacién fija de las variables Y41 ¥qr¥gs @0
nuestro caso con la conjuncién y; 72' y; que coresponde al estodo “a”, excitamos
la entrada “r® con una conjuncién susceptible de ajustarse a voluntad o cuclquie~
ra de los demds estados. De esta manera la salida de la memoric *2-” tomard el
vala ‘1" al iniciarse ol estado “a”, quedars en "1” hasta que se apaga con eles-
tado al cual habiamos ajustad o *r” y quedard apagado hasta que wuelva otra vez al
estado “a”.

Refiriéndonos o los ejemplos graficos de la Fig. 5 obtendremos las sefia-
les ‘5", “c”, “d” siexcitamos en cada aso la linea “#” gl iniciarse el estado “a”
y ajustamos la linec "r" de tal manera que se excita para la sefial "b” ol iniciorse
el estado “4", para lo seiial “c” al iniciarse el estadc “c” y para lo s: fal “d” al ini-
ciarse el estado “d".

El ajusic de “r" se efectua mediante tres conmutadores, uno para cada va-
riable, con los cuales se pusde escoger entre la salida afirmoda y negada correspon-
diente.

EIGENVALORES DE LA MATRIZ DE MARKOFF

Presentamos o continwcién'uncs resultados de los célculos numéricos que
efectuamos con valores particulores para los términos de la matriz de Markoff en
sus dos formas, presentadas en (10) y en (16) para los casos ciclico y aciclico.
Seguimos en estos célculos lo exposicién de Blanc-Lapierre y Fortet® sobre los pro-
cesos de Markoff finitos y estacionarios, aplicando la ecuacién de Chapman-Kolmo-
gorovs en su forma matricial para obtener los probabilidades condicionales (i, ,,/A,)
de que ocurre el simbolo "#” un mimero de instantes ¢ arbitrario después de lo

"

ocurrencia del simbolo “A". Estas probabilidades se calcuan como los términos

de una moatriz

P(s) = P* (18)

o sea de la potencic de orden “¢" de lo mdriz ariginal que da las probabilidades

condicionales para los intervalos subsecuentes. En nuestras célculos se odopta-
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ron los siguientes val ores numéricos para los términos p(i/k) de la matriz “P":

1.- Forma I, aciclica, matriz P de (10):

pla/a)  pla/b) 0 3/4 12 0
P= \p(b/a) 0 p(b/c) = 1/4 0 3/4 (10a)
0 plc/b)  plc/c) 0 1/2 1/4

I1.- Forma I, ciclica, matriz P de (16):

pla/a) 0 pla/c) 1/4 0 3/4
P = \ple/a) p(b/b) 0 = 34 12 o (160)
0 plc/b) plc/c) 0 1/2 1/4

Ademés asignamos arbitrariamente valares numéricos a los simbolos a,b,c haciendo

a=0
b=1 9%
c=2

lo que puede interpretarse, poar ejemplo, como tres niveles diferentes de voltaje.

a.- Eigenvalores de lo motriz P,
Determinamos con estos valores particulares los Eigenvalores de la matriz

P, obtenie ndose:

N=1 A, ==A, = (20)

AL}

¢
Calkulando chora P () = (P) , cuyos elementos llamaremos p? (i/k), results:

t

n)* A -
PO/0) = p(0) + 2. 25+ 9vV5) + 2 (25~ 9v5)
110 110
A " A
PA/O) =p1) - 2 15+ V5) - 2 (15 - V5)
10 110
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A A
PR/ = p2) = _2 (5+4vV5) - 3 (5 -4V5)

55 55
A A
20N) = p(0) - _2 (15+ VS5) - _3 (15~ V5)
55 55
t - 4
POM) =p(1) + _2 20 -6V5)+ 2 o4 gy 1
Py m (20 + 6v5) (21)
A Al ,
PAN) = p2) = 2 (5-7V5) - 3 (5 + 7v5) ¢
0) =
55 55 (0) T
A A
P0R2) = p(0) = 2 (15 +12V5) -2 (15-12v5) »(1) =_3_ (21q)
55 55 1
)\t A p(2) 2_2.__
P02 = p(1) = 2 (15-21v5) - 3 (15 +21v/5) 1
110 110
>\l }\t
P2/2) =p) + 2 (45+ 3/5) + _3_ (45 - 3v/5)
110 110
Siendo I—)\2 ] <y
y por fanto lim }\‘2 = lim )\; =0
Y I)\S ‘ <1 t~ o t =
Se obtiene
p(0)  p(0) p(0)
Lim P(5) = 1) p1)  p) (22)
foe p2)  p2)  p2) )

lo que pone en avidencia que la ocurrencia de un simbolo serg independiente de lo
que ocurrié en un fiempo muy anterior.

b.- pora el caso ciclico obtuvimos los eigenvalores:

')\zl,’\=">\3='./5— (23)



y los términos p*(7/A) de la matriz P, (#) en | a forma:

N r A
PG/R) = i) + (=1) T’(s+q.n/s) +(=1) ; (s -q.i¥5)

indicando los valares de r,m,s,q para los valores correspondientes de 7, k= 0,1,2

en la tabla siguiente:

] k r m s q

0 0 0 70 25 1

0 1 1 35 5 =4

0 2 1 70 10 13

1 0 1 70 5 3 con g(0) =2/7 (24)
1 1 0 35 10 =1 (1) =3/7

1 2 1 70 5 -4 p(2) =2/7

2 0 1 35 5 -4

2 1 1 35 5 3

2 2 0 70 25 1

Enel limite para ¢ = ® obtenemos desde iue go el mismo resultado que en (22).
Las diferencias de estructura que se cbservan en las dos matrices Px(t) y
Pu(t) se reflejan en las diferencias que se muestran a continuacién en las funcio=-

nes de correlacién de las dos sefiales.

FUNCIONES DE CORRELACION

Liomaremos x(u) la sefol emitida. por el generodor markoffiand, que toma de
acverdo con (19) los valores 0,1,2 seginel simbdo

s = a,b,c

que ccurre en el momento dado .
La funcién de correlacién de la sefial se define entonces en la forma:

C(t) = x(u) . x(u+1) (25)
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en donde el prome dio seré tomado respecto al tiempo u varioble, siendo ¢ un inter-

valo fijo de desplazomiento en el tiempo entre x(u + ) y x(u)

Para calcular este promedio llamaremos “r” y “s” los simb olos que apore-
cenen los tiempos s y u + ¢; {r,s = a,b,c)

SerG entonces:

Clt) = Z rsuplr,,s
7,8

u#t)"z "s'p(su+t )=
=3 r.;.ﬂr).p'(s/r) (26)
7,8
Para el valor max. C(0) 6 la potencia media resulta
ClO) =x(u) . x(#) =(xF) =92, plr) 27
r

y para el valor asintético de C(1)

lim C(£) = C(®) = £ res.plr). lim pHs/r) =
7,8

t o

2 rplr) s.p(s)=7% %2 (28)

t

Es ademds conveniente, para fine s de comparacién, namalizar la funciénde
correlacion en la forma:

d)([) = C(') - C(m)

(29)
c(0) - c(®)
haciendose ®0)=1 y () =0
a.- Funcién de Correlacién para la forma I de io seral
de (20), (21) y (29) obtuvimos
' At 1:
() = _2_(30+13V5) + (30~13+5) =
60 60
= (B M _20413V5 + 30-13vE =N (30)
4 60
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Sustituyendo valores pares e impares para los intervalos 2 , obtenemos

para t=2m, {n=0,1,2..) ®(2n) = A3* = A2"
para t=2n +1,(n=0,1,2...) ®@2s+1) =0(1) \2®= 0 (1) \2* (31)
en donde A2 = )\g = 5/16 |
Y ®(1) = 13/24 (31a)

Lo funcién de correlacién decae para cada dos simbolos, 6 sea para cada
intervalo de dos tiempos, con una rapidez proporcional s )\g = )\g .

La pendiente de la curva de correlacién puede expresarse asi en funciénde
los Eigenvalores de la matriz de Markoff.

Evaluando la expresién (30) para diferentes valares de ¢ obtuvimos la cur-
va Fig. 8, que decae asintéticamente hasta cero.

El alcance de correlacién es de 4 simbolos, cons iderando como significa=
tive lg contribucién hasta el momento que la correlacién se abate o un 10% del va
lor max.

b.- Funcién de Correlocién de la farma 11

Para la farma ciclica la funcién de correlacién es:

It} Ml
Bl)=_2_ 10+ V5 +_3_ (10~ iV5) =
20 20
= (iV5 ,"’ 10 + V5 + (10-;@)(—1)“' (32)
4 20

dando las mismas expresiones (31) paro ®(2r) y ®2n + 1), pero con

I 1=

2
. =-5/16

ol

() =-1/8 (31b)

n



La funcién de correlacign ilustrada en la segunda gréfica de la Fig. 8 esde
2
tipo oscilatario y decae como en el caso anterior con | }\2 |*.
El alcance de correlacién results ser también de 4 simb olos.
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