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RESUMEN

Se analiza el problema de si la existencia de calores de sublimacion dife -
rentes de cero en el cero absoluto de temperatura constituye una violacion de la ter-
cera ley de la termodindmica. La discusion se bace por métodos de la mecdnicaes-

tadisticamodificando el tratamiento dado por S.J. Glass y M.J. Klein a este problema.

INTRODUCCION

Lo tercera ley de la termodindmica atirma jue el cambio en la entropia de
un sistema termodinamico sujeto a un proceso reversible isotérmico, es cero en el

cero absoluto de temperatura. Esto implica que en un cambio reversible de fase,

85



el calor latente asociado es cero en el cero absoluto. Sin embargo, de la termodi-

namica es posible obtener una expresién para la entropia de un vapor en equilibrio

con un cristal; esta entropia queda expresada en términos del calor de sublimacién

en el cero absoluto, el cual se puede determinar para cualquier sustancia por medio

de la ecuacidn de Kirchhoff.

La existencia de calores de sublimacién A, diferentes de cero en el cero

absoluto implica que para un proceso de sublimacién reversible

[imite TAS = A
T 0

o (1)

El propésito de este trgliajo es demostrar que este resultado no constituye

una violacién de la tercera ley de la termodinamica.

Formulacién del Problema

La segunda ley de la termodindmica nos da la siguiente expresién para el

cambio infinitesimal en la entropia de un mol de un gas perfecto:

ds=c, 4T . R g4 (2)
b
T P

donde C, es el calor especifico por mol a presién constante. Si Cirepresenta la

4
contribucién al calor especifico proveniente de los modos rotacionales vibraciona~-

les, podemos escribir que

C. =2 R+ Ci (3)
S

Sustituyendo esta relacién en (2) e integrando obtenemos:

T :
D RlogT+ [ S dr-Rlogp+s, (4)

2 o T
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donde §, es ia ilamndn constante de entropia y el término de la integral permane-
ce finito en vista de que C* &0 cuando T — 31_

T
Consideremos ahora un proceso de sublimacién en el cual un mo!l de sustane

cio pasa de la fase sélido o la fase gaseosa. Si Sgy Sc representan la entropia por
mol de sustancia en las fases gaseosa y sélida respectivamente, y A es el calorde

sublimacién por mol a temperatura T, entonces de la segunda ley de la termodinami-

ca podemos escribir que:

A
Sg =-Sc = > (5)
g =S¢ =

Suponiendo que la entropia del cristal es cero en el cero absoluto, escribi-

mos:

T c
s, = [ _€ ar (6)
° T

donde C_ es el calor especifico de la fase sSlida o presién constante.

El calor de sublimacién A a temperatura T estd relacionado con el calorde

2
sublimacién en el cero absoluto A por medic de la ecuacién de Kirchhoff

T
A=A, + [ (C, - C,)dT 7

donde C, vy C, representan los calores especificos a presién constante de as fa-

ses gaseosa y sélida respectivamente.
Sustituyendo (6) y (7) en la ecuacion (5) obtenemos una expresion para 3 o

la cual, sustituida en (4) nos da la ecuacién de la curva de sublimacién:

l°9p=-')‘°+.5_.logr+lj dT
RT 2 R o T2
\Y
x5 (8)



(Al término que aparece dentro del paréntesis se le conoce como la constante quis
mica. Para muchos problemas el valor de esta constante no interesa, pero en los
fendmenos que involucran un cambio de fase o una reaccién quimica esta constan~
te aparece explicitamente en las férmulas. De este hecho proviene la importancia
de la determinacién de la constante quimica. Dicha constante se puede determinar

para cualquier sustancia por un andlisis de los resultados experimentales utilizan-

- & . - 2
do la ecuacién de la curva de la sublimacién™).

Para un gas monoatémico C;= 0y la ecuacién (4) se reduce a

§$=2 RlogT ~Rlogp+s, (9)
2

Sustituyendo el valor de log p dado en (8), en la ecuacién (9) vemos que la

entropia de un mol de vapor monoatémico en equiitbrio con su cristal estd dada por

la expresion:

dT + 2 R (10)

T
sg=_>.\_a+ 1l
T o

3

Puesto que para un cristal C. = Ocomo T cuando T — 0;entonces en el

limite T = 0 la entropia del vapor tiene como término significativo a la expresion

A /T y podemos escribir:

ilm .l.ug-': )\.n (]])
T =0

Suponiendo que la entropia por mol de cristal es cero en el limite T = 0,

entonces si AS representa la diferencia de entropia entre las dos fases para un

mol de sustancia, tenemos que

lim TAS = A (12)
T—0
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donde A _, el calor de sublimocién en el cero absoluto, se puede determinar por
medio de la ecuacién de Kirchhoff conociendo el calor de sublimacion A a tempe~
raturas accesibles y conociendo los calores especificos a presién constante de las

2
dos fases”.

Ahora bien, la tercera ley de la termodindmica afirma que en cualquier pro-

ceso isotérmico reversible:

lim As=0 (13)
T—0

y si AS es la diferencia de entropia entre dos fases, la tercera ley implica que el

calor latente asociado con cuaiquier fase debe ser cero en el limite T = 0; esto

es,

lim TAS =uv (14)
T—0

y de (12) poedriamos concluir que fa existencia de calores ae sublimacién diferen-

tes de cero en el cero absoluto constituye una violacién de la tercera ley de later-

modindmica.

DESARROLLO

Vamos a demostrar que la ecuacién (12) no constituye una violacién de la

te.cera ley. Obtendremos que para un proceso de sublimacion en el cero absoluto

se cumple la ecuacién (14), ain y cuando (12) sea vélida termodinégmicamente. Pa-

ra demostrar esto introduciremos una sola hipétesis. En efecto, supongamos que
que el vapor en equilibrio con su crista) se comporta como gas perfecto a tempera-

turas ordinarias. Vamos entonces a demostrar que el vapor en equilibrio con sucris-

tal tiene que comportarse como gas perfecto clédsico a bajas temperaturas.

el vapor saturado al comprimirse isotérmicamente no puede com-

a condensacién; pero como esta-

Obviamente

portarse como gas perfecto puesto que se produce un

mos interesados solamente en el comportomiento de la fase gaseosa, podemos consi-
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derar que se trata de un gas pertecto.

El argumento dado aqui es esencialmente el mismo que presentan Glass vy
Klein".

Para un sistema de N moléculas (monoatémicas por simplicidad) indepen -

dientes, idénticas e indistingbibles, la distribucién de particulas sobre sus niveles

” - " - %
de energia estd dada por la ecuacién

w
1

] o
; ] (15)
7 e B€i T

donde (= R y NiT log { es el potencial termodinamico de Gibbs; esto es,
kT

{ = e *T giendo i el potencial quimico.
Si g, ©S la funcién de Gibbs por mel para el vapor en equilibrio con su cris-

tal y g_ es la funcién de Gibbs por mol correspondiente al cristal entonces

g, = &, (16)

y esta ecuacién puvede escribirse como:

fo ¥ pv,=v.) =/, (17)

donde las f's representan la energia libre por mol y las v's los volumenes molares.

En generdl Ve »> v, y aproximando podemos escribif

fo *tv, = /e (18)

y esta ecuacién implica que

pgz-leoch (19)

‘donde g €S el potencial quimico para el vapor y Z_ es la funcién de particion para
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un gtomo del cristal. Esto es
E”
Zc=§ exp { - ka) (20)

Si u_ es la energia de amarre por Gtomo del cristal, los niveles de energia

para un Gtomo en el cristal pueden escribirse como

€ =-ﬂo+(ﬂ+_]2_)blf (21)

1
y la funcién de particién por atomo, en forma general, puede escribirse como

un/kT
Z = e Z (V) (22)

donde Z{1) es la funcién de particién correspondiente a los modos vibraciones del

atomo en el cristal, esto es,

exp (= L 2¥)

Z(v) = 23 (23)
] = exp (= 2V
kT

Calculando la energia libre para un cristal de N 4tomos y dividiendo entre

N, obtenemos:

fo== s, + 1 [ bug(v) dv + AT [llog(1-exp BV 1 elv)dv
o o kT

donde Ng(v)dves el nimero de modos normales con frecuencias comprendidas en

el rango (v, v+ dv). Tomando el limite vemos gue:
84
: — 1
lim f, =« u_ + 5 [ bve(v)dv
a
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Estamos interesados en el signo del potencial quimico a bajas temperaturas
y para este propésito podemos hacer cero la energia del punto cero, ya que esta
cantidad es menor que la energia de amarre ge un Gtomo en el cristal. Si no fuera

as{, no se tendria al Gtomo en el cristal y en consecuencia no se tendria fase séli-

da.

Entonces

limite By = limite . == u_ (24)
T—0 T—0

Esto puede obtenerse también en una forma mas sencilla, haciendo cero la

energia del punto cero, desde un principio, en la ecuacién (21). Estc nos conduce

a una Z(v) de la forma siguiente:

Zv) = _. |
] =exp (=~ by
RT
para la cual
limite Z(v) = 1 (25)
T—0
Por lo tanto, cuando T — 0,
u

{=exp (= _2) (26)

kT

y podemos conclufr que { << 1 en el limite T = 0. Siendo { mucho menor que uno
en el limite T = 0 podemos despreciar el término ¥ 1 en la ecuacién (15) y ladis-

tribucién de particulas sobre los niveles de energia se reduce a la distribucion de

Maxwell Boltzmann:

n o= Le (27)
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Por lo tanto, el vapor en equilibrio con su cristal se comporta como gas per-

fecto clésico o temperaturas bajas.

Este resultado aparentemente estg en contradiccién con el resultado bien co
nocido de que los gases perfectos de Bose+Einsteiny Fermi-Dirac se comportan co-
mo cldsicos a temperaturas altas y densidades bajas. Para ver que tal contradic=
cion es sélo aparente consideremos la ecuacidn que determina al parémetro { en
término de la densidad y la temperatura®:

5

4 (2mkT) 2 © 2
(2mkT) fodx (28)

b ° Lex *1]

Para un gas de Bose (signo =) el pardmetro { debe ser menor o igual a uno, ya
que valores positivos de { nos conduce a un nimero negativo de particulas locual
no tiene sentido. El valor { =1 corresponde al caso de degeneracién fuerte de
Bose-Einstein De la ecuacién (26) vemos que este caso no puede presentarse en
el vapor en equilibrio con su cristal en el limite T = 0. Esto no implica que no
ocurra a temperaturas mayores; sélo que entonces ya no podemos seguir usando la
expresién (26) puesto que ésta se obtuvo como aproximacién en el limite T = 0.
De igual forma, debido a (26), el vapor en equilibrio con su cristal no presenta de-
generacién fuerte de Fermi-Dirac, (signo + y { = ©) a bajas temperaturas.

La ecuacién (28) determina a { en términos de la densidad y la temperatura
Esto, siempre y cuando el gas sea perfecto y sin presencia de una fase condensa-

da. Para ver la relacién entre { y la densidad y la temperatura, consideremos el

caso { < 1 llamado de degeneracién débil porque la desviacién en el comportamien-

to del clasicogas es pequeiia.
Efectuando la divisién en el integrado de la ecuacién (28) e integrando tér-

mino a término obtenemos

Nb3 = + §2 + Qa +... (29)




Esta serie converge rapidamente cuando {<< 1. De la ecuacién (29) obtenemos

(=9 {1+ +(%
25/2 3.‘.'-/2

)y +...] (30)

y las ecuaciones para la energia y la presion en términos de la cantidad y quedan
5

como
£=3 NiT(7 0.1786 y - 0.0033 5" F . . .) (31)
2.
p=NET 170.1786 y - 0.0033y F...) (32)
V

Por lo tanto, las desviaciones en el comportamiento del gas cuantico con
respecto al gas cldsico seran pequefias para valores pequefios de y; esto ocurre a
temperaturas altas y densidades bajas.

El resultado sorprendente que hemos obtenido, y que parece en contradic -
cién con lo anterior, de que el vapor en equilibrio con su cristal se comporta como
gas perfecto clasico en el limite T = 0, proviene realmente del hecho de que esta
en equilibrio con su cristal. Esta condicién es la que determina el valor de {. En
efecto, el parémetro { que estamos considerando corresponde a un sistema formadc
por una fase gaseosa y una fase sélida; por lo tanto no poedemos hacer afirmaciones
con respecto al parémetro { a partir de la ecuacion (28) que se retiere exclusiva~
mente a un gas. Lo que debemos hacer, si queremos tratar estadisticamente el pro-
blemos en forma rigurosa, es considerar un sistema en equilibrio formado por N mo-
léculas, de las cuales, Ng se encuentran en fase gaseosa y Nc en fase sélida, ¥y
demostrar que en el limite T = 0, el vapor se comporta como gas perfecto clasico.
(Usualmente este problema se trata suponiendo que el vapor se comporta como gas

perfecto; con la condicién adicional, introducida parc poder utilizar la aproxima =
1

cién de Stirling, de que Ng y Nc son grandes ).

Puesto que hemos obtenido que el vapor en equilibrio con su cristal se com-
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parta como gas perfecto cldsico, entonces hemos justificado la hipétesis introduci-
da cuando se deduce la ecuacién de Kirchkoff y por lo tanto hemos jbstificado es-
tadisticamente e! resuvitado termodinamico contenido en la ecuacion (1).

Nuestro siguiente paso es demostrar que para vn vapor en equilibrio consu
cristal el nomero de particulas es cero en el limite T = 0.

Glass y Kleina lo demuestran calculando el potencial quimico para el vapor
vtilizando la funcién de particién para un gas perfecto clasico, correspondiente a

un sistema en contacto térmico con sus alrededores con un nimero N, constante,

de moléculas.

6
Esto es

pg:-kT( alf’g Q) (33)
ONg T,V

donde Ng es el nomero de moléculas en la fase gaseosa, V el volumen ocupado por

el vapor y 0, la funcién de particién pora el gas perfecto clasico, la cuol estd dada

., 6
por lo expresion :

0 = vy (g_ﬂ_”’:T )SHN (34)
N b
Fsto conduce a:
pg = RT log ( 277’_":;?)3/2 v (35)
b Ng

Después, utilizando (19) y (22) se encuentra que:

Ng = ( 2””}“ T)w: v {Z(v) ]Ml exp (= -fi) (36)
b AT

i? de aqui, teniendo en cuenta (25), afirman que el numero-de particulas tiende a ce
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ro exponenciaimente cuando T — Q.

Este argumento seria incuestionable a no se por dos hechos: Primero, se ha
utilizado la aproximacién de Stirling para obtener la ecuacién (35) a partir de (34).
Esta aproximacién es valida cuando N_ es grande; por lo tanto, seria conveniente
no hacer wso de ella para argumentar posteriormente que N, —0. Segundo, la fun-
cion de particion (34), es adecuada para describir un sistema en contacto térmico
con sus alrededores con un nimero constante de moléculas; pero no lo es, para un
sistema en contacto térmico con sus alrededores y con un nimero variable de mo-
léculas, y menos adn cuando el ndmero de moiéculas es pequeiio.

En vista de esto, procederemos de la forma siguiente: vamos a referirnos
al sistema formado por la fase gaseosa solamente, considerandolo como un gas per-
fecto clgsico en contacto térmico y material con sés alrededores (la fase sélida);
esto es, considerdndolo como un sistema que tiene un nomero variable de particu-
las cuyo potencial quimico estd determinado por la condicidn de que estd en equili-

brio con su cristal; y luego calcularemos el nimero de oarticulas de este sistema

como funcién de la temperatura.

La propiedades termodindmicas de este sistema estan determinadas por la -
&
gran funcién de particién la cual puede escribirse como :

0 (N,T,V) exp HN (37)
0 kT

= (Vr/J'rT) —
N

I ™M 8

Para un gas monoatémico (a temperaturas bajas todos los gases se compor-

tan como monoatémicos) vutilizando (34) la ecuacién (37) queda expresada como:

ve N
H=73 L [ ( 2'{7#;_13’1” )5/2 Vexp M. ] (38)
N=0 NI b ET
Por lo tanto
= = exp [(_22’_’,2’3_1'43”1/”;;_&. ] (39)
' b kT
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log 2 = (_.._2;'{””!3}’1“ )3/2 Vexp & (40)

D S —

b kT

El ndmero de moléculas para un sistema en contacto térmico y material con

sus alrededores, en términos de la gran funcién de particién, estd dado por la siguien-

.., O
te ecuacion

N= kT (_°J0g By (41)
ou T,V

y de aqui, y de la ecuacion {40), obtenemos:

3/2
N = (277me ) Vexp £ (42)
h kT

Como el potencial quimico para un vapor en equilibrio con su cristal es ne-
gativo en el Ifmite T = 0, ohora si podemos afirmar que el nimero de particulasen
la fase vapor tiende a cero exponenciaimente cuando T — 0. Esto implica que en
el cero absoluto no hay proceso de sublimacion.

Ahora bien, la ecuacién (12) ofirma que en un proceso de sublimacién de

un mol de sustancia

lim TAS = A_ (43)
T—0

donde A_ es la cantidad de calor que hay que introducir al sistema para que N,
Gtomos del cristal pasen a la fase gaseosa a temperaturas cero. Por ofro lado, la
energia que se requiere para que N_ dtomos del cristal queden libres es N _u .sien-
do u_ la energia de amarre por atomo; por lo tanto

A = N u (44)

o da ©
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7 para N 4tomos, la ecuacién (43) queda como

lim TAS = Nu_
T —0

(45)

donde AS representa ahora la diferencia de entropia entre N dtomos del cristal y
N dtomos en el vapor. Puesto que hemos demostrado que el nimero de Gtomos en

el vapor tiende a cero exponencialmente cuanto T — (, entonces

lim TAS =0 (46)
T-—0

Ademds, puesto que AS = NAS, donde A ¢ =< la diferencia de entropia entre un gto-

mo en el cristal y un atomo en el vapor, entonces

limAs =0 (47)
T—-0

y podemos concluir que la existencia de calores de sublimacién diferentes de cs:o

absoluto no constituye una violacién de la tercera ley de la termodindmica.
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