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RESUMEN

Dos métodos para obtener las expresiones para los flujos generalizados de
un fliido son descritos, Uno estd basado en la ecuacicon de Liouville y el otro en
la jerarquia de ecuaciones BBGKY. La compardcicn entre estos métodos es hecha

explicitamente para el tensor de los esfuerzos de un fliido isotrépico.

ABSTRACT

Two methods to obtain the expressions for the generalized [luxes of a fluid,

from a microscopic point of view, are described. One is based in the Liouville
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equation and the other one in the BBGKY hierarchy. The comparison between this

methods is made explicit for the stress tensor of an isotropic fluid.

INTRODUCCION

Este trabajo tiene por objeto establecer una comparacién entre dos métodos
utilizados para deducir, desde un punto de vista microscépico, las expresiones pa-
ra los flujos generalizados de un fljido y, en general, las ecuaciones de la hidrodi-
ndmica. Los dos métodos aqui considerados son debidos, el primero a J.M. Irving
y JoG. Kirkwood!, el segundo a S, T. Choh?,

En la seccion I de este trabajo, se demuestra que la jerarquia de ecuaciones
BBGKY" usada por Choh en su trabajo es, a su vez, un resultado deducido de la
ecuacion de Liouville. La seccion I estd dedicada a calcular el tensor de los es-
fuerzos siguiendo cada uno de los dos métodos. Finalmente, en la seccién III se
encuentra un comentario de los resultados obtenidos.

Una exposicion detallada de estos resultados, ha sido hecha por A. Flores?

y a ella remitimos al lector interesado en conocer los detalles del célculo.

I. LAS ECUACIONES DE LA JERARQUIA BBGKY.

Consideremos un sistema compuesto de N moléculos, encerradas en un reci-
piente de volimen V cada una con tres grados de libertad translacionales. Denota-
remos las posiciones y cantidades de movimiento de las N particulas respectivamen-
te, por las cantidades {x,} = X 1%, 4 «o...xy donde (x;) = (¢;, p;)s De acuerdo
con Gibbs, el estado instantdneo del sistema puede ser representado por un punto

en el espacio fase 4N dimensional de tal manera que In =[x xy0eee, xyit) es

2 ’
lo funcién de distribucién de probabilidad, esto es, la densidad relativa de puntos

representativos en el espacio fase. Esta funcién Iy estd normalizada tal que

Ity dx ydx,, .., dxy = ) (.0

'Born, Bogoljubov, Green, Kirkwood, Yvon.
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El cambio en el tiempo de esta funcidn de distribucién estd determinado por

la ecuacion de Liouville :
_N _. J:{N Iy (1.2)

donde 'HN es el operador Hamiltoniano para las N particulas, definido como:

N N
goo 2 P23 o s[4 o3, %y 2 13)
N~ icim T i<j L 9g; ‘57, 5q’. 15;
donde ¢>‘.,. es el potencial intermolecular.
Definiremos ahora una funcién de distribucién reducida tal que :
]f(x X x't)—f/(x xy; t) dx dx
'V—SS 1! Tt A} = N prcee NI S+]""I N
(1.4)

Considerando la variacién en el tiempo de esta expresién y substituyendo

la ecuacién (1.2) podemos escribir :

9
ﬁéf_s=-v$fo/N deg, | sener dxy (1.5)

En la ecuacién anterior, la integracién estd efectuada solamente para va-
lores mayores que §, en consecuencia, ya que el operador Hamiltoniano involucra

a los N particulas, podemos separarlo en dos partes tales que :
/ “
;MN= e +#S'N.S (1.6)
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donde el Hamiltoniano de las primeras § particulas tiene la forma :

s s
¥._ s P2 _z[aﬁ*’ifB . 9% 2

ST S Tm dq; i<jlLdg; Op; Bql. B—p]
(1.7)
y donde
N N-1 N
N - 5 i 9o s s [ad)i; 3 + aé., 3 +
SeN=S ™ i siim Eqi i=s j=s+1 L 9q, Op; aq/ p;
S
+ a¢ii 3 . a¢ii 3 (1.8)
i=1j=s+1| 9q; 9p, Oq. Op,

contiene todas las interacciones restantes.

Substituyendo (1.5) en (1.4) tendremos:

a/s ‘ S
= + 3;5/5=-V f...f}ls‘N.stde#],...,de

ya que, para valores grandes de Ip,. L q; [, IN(x o esxn; 8) =0 tendremos que,

la primera parte de| Hamiltoniano (1.7) se anula. Si ahora definimos:

9, = 3¢_” D, % 2 (1.9)
T 9q; 57, qu Bpl.
podremos escribir:
a,s s N N S N
+ X = b z Lt 2 b3 .
YR Agls = V7 j i=s,‘—.s+10’7 i=1;‘=s+x6” /Ndxs”' ,
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Pero todas los contribuciones de los diferentes valores de j son las mismas, debi-

do a la simetria de IN(E o eecs xpi B)e En consecuencia, podemos escribir:

3,
- + Hgfg = VE(N=S) .'<Zs f..](),-'SH/N dxg, 1 v eees dxy

~

y, de acuerdo con (1.4), tendremos:

1
f"fei,snfzv dXgy v eenedxy = Id"sn ;541" [sor(xpoeecnxg i)

VS#]
Entonces:
of
s N=§ :
= T ¥sls =(—‘—;—)— igzs Jaxg oy 6 sat fsar (50 envrdg i ®)

o cual, en el limite cuando N = o, V= w y v = permanece constante pode-

z|<

mos escribir como:

s 1
Erl + Hsls - v x'gzsfdeH Oiysan fsar (Kpoeean®siyi®)

(1.10)

que constituye la jerarquic de ecuaciones BBGKY.

Para valores de § iguales a 1 y 2 tendremos, respectivamente:

Bfl

1
FYR * ‘1{1,1 - fdxz 612 f2(x1'x2;‘)

(1.11)
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PO | . -
2 .,r-.2/2 =- ) r1,\3 ((’)l3 + 023) /'3 (xl, LN 1) (1.12)

Il. DEDUCCION DEL TENSOR DE LOS ESFUERZQCS.

a) Meétodo de Irving y Kirkwood.

Sed a(x ,...,xy; t) una variable dindmica cualquiera, su valor, al

tiempo ¢, promediado sobre un conjunto representativo, serd:

f..‘,"a(xl, B N N NI C RS t) dx o ouoy dxy (2.1)

Designaremos tal valor promedio como (q; f) . La variacién en el tiempo

de este promedio serd:

3
=i (a; [) = _{z_‘ Jr(z(x‘,...,xN)/N(x‘,...,xN;t)dxl,...,de

.9/ .
En esto ecuacion ' estd determinada por la ecuacién de Liouville y

.'3" = 0 por hipétesis. Por lo tanto, podemos escribir:
at

PRV, ,
—7' ('1//)— <“l ‘g‘l'> (22)

Expresaremos ahora la densidad de masa y de cantidad de movimiento co-

mo valores promedio tomados sobre el conjunto representativo caracterizado por la

.funcion de distribucion f.
Introduciremos, por medio de la funcion,§ la probabilidad por unidad de vo-
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lumen de que la k'esima molécula esté en q al tiempo ¢.

(8(Qk'q);f) = f"fs(Qk-q) /N(xlo---rxN,' t) d"'l:---: de
23)

Entonces la densidad total de masa en q al tiempo ¢ esté dada por:

N
p@) = 3 m dlag=a); /) 2.4)

y la densidad total de cantidad de movimiento en q al tiempo ¢ serd:

N
p(a, ) u(g,?) = k§1<ph8(q;.-q);/> (2.5)

Las ecuaciones (2.4) y (2.5) son plausibles desde un punto de vista fisico
pues la masa, o la cantidad de movimiento de cualquier molécula pveden ser consi-
derados como cantidades localizadas en la molécula.

A partir de estas densidades calcularemos ahora la ecuacidn hidrodindmica
para la cantidad de movimiento.

Considérese una variable dindmica o tal que:

N
a= ,2 p; 3(9," q) (2.6)
i=1

Si substituimos a en la ecuacién (2.2) obtendremos después de alqunos desarrollos

algebrdicos, la siguiente expresidn
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A
7

Py P

N
ol vig, )] = ~div 2 <
k=1

ar -’

5(q,=9); /> + X(q, ) =
M

- s 9 ) -a)-
iz#/e <(§5; é’k)a(qk q)'/>

donde Xx(q,¢) es la fuerza por unidad de volumen debida a los agentes externos.

(2.7)

Esta ecuacion puede ser desarrollada algebrdicamente obteniéndose final-

mente:

N ~ ~
.,g.t (pu) t div(puv) = X(q,1) + div [— k§ my, <pl;;: S(qy - q);/>] t

+

donde p, = p, - mu, y donde el factor:

nel
-1, 9 4+ VR LN P 9 ... corres ponde a un desarrollo en
2 _3_q n! q

serie de Taylor, de la diferencia §(q, - q) - 8(g;~ q) que aparece al simetrizar el
Gltimo término de la ecuacién (2.7).

Es interesante hacer notar que la ecuacién (2.8) ha sido deducida sin im-
poner la restriccién de que se trata de un sistema de una sola fase y una sola com-
ponente.

Supéngase ahora que todas las particulas son idénticas y, ademés, que las
fuerzas de interaccién entre las particulas dependen solo de la separacion entre

los mismas, estoes:
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(2.9)

d)ik = Qs(’,’k)
ik Tik

Por comodidod en la escritura adoptaremos la convencidn

-

\i:
1]
-

Definamos ahora el tensor de los esfuerzos P tal que:

P(g,1) = P(g, 1 + P*(q, ) @)

& . ..
donde P*y P? son, respectivamente, las contribuciones cinética y de las fuerzas
intermoleculares a este tensor. Dado que,la ecuacion fenomenoldgica de transpor-

te de cantidod de movimiento establece:

gt_(pu) + div(pwu) = X(q, ) + div P (2.12)

entonces, comparando miembro @ miembro esta ecuacion con la (2.8) que hemos

deducido podemos concluir que:

(2.13)

N -
Py P
P-- % <kk - > .

k= lmk mi a(qk q) //

\

nal
v o< R 2 9 1 _, 0 .
?}..<£_d>(r)r{l 2~r.351:+...+.'.1.!_( r.;;_) +} b(q; q),/)
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donde:

N B P
PXq,1) - - kZﬂm,, < f"ik 5(qk-q);f> (2.14)

el

1 re 4, L1 3 1 _, 9 .. =q)-
l”(q,t)-.i.;ifzk TqS(r) {l fr.‘éﬁtn*?ﬁ_ ( r._a_‘;) + } 8(q; Q),/>

(2.15)

Esta Gltima expresién (2.15) es susceptible de ser transformada introdu-

ciendo la deasidad binaria p@)(r,¢*; ¢} que estd definida por la expresion:
oD(r, 1 t) = i.ka é(qk- q9)5(q; = q);f7> (2.16)

donde ahora f, es la funcién de distribucién binaria. Introduciendo (2.16 en (2.15)

y, efectuando operaciones algebraicas llegamos a la expresién

2
Pd’(q, t) =[p(2q_,2t)]j It @t (r) oA r; 8) dr? (2417)
m r

que es la farma familiar de la parte del tensor de los esfuerzos debida a las inter-

acciones moleculares.

b) EI método de Choh.

De la definicién (2.3) es claro que:

"k
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es el producto del nimero total de moléculas N multiplicado por la probabitidad de
encontrar una molécula particular en dg al tiempo ¢, En el formalismo de Choh,

tal cantidad esta definida como

n(q, 1) = %jdp/l if) = _jdp/ i 1) (2.19)

De la misma forma podemos escribir:

n(q, t) mu (q,t) = fdp pl(x ;8 (2.20)

donde la relacién con el método de Irving y Kirkwood, queda establecida por la ex-

presion:
N (@i /) = pla,1) (g, 0) = m(g, ) mu(g, ) @.21)
Expresiones equivalentes a las (2.19) y (2.20) son

vig,t) = vn(a, 1) = [dp [ (x, 0
(2.22)
vig, N ula,n) = [dp B f(x ;)

donde v(q, ) es una nueva variable sin dimensiones que se introduce por comodi-
dad en la notacién.

Calcularemos ahora, usando las ecuaciones (2.19) y (2.20) la expresion
para el tensor de los esfuerzos que aparece en el trabajo de Choh.

La primera ecuacién de la jerarquia BBGKY puede escribirse explicitamente
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como:
1 Py / ! fd ( . t) (2.23)
—+_T = — x, 912 /2 X 0%,

Multiplicaremos esta ecuacién por . e integraremos con respectoa p. Obtendre-
m

mos:

afl ?;

m

1 b;
dp = .;fdx2 dp 6, _mL /,
De esta ecuacién es inmediato que:

3 b; 3 s
= f/l 7’ dp = =5 (vu;) de la definicién (2.22)

Por ofra parte, yo que p_y p; no dependen de g podemos escribir

p, f ; 3 2, b
f——_;:m dp _37-[ —/ldP

si definimos ahora la *velocidad cadtica o térmica® C tal que C = P =y entonces

14
C:Oy%:Cai‘ua

3

Tendremos entonces

Pe) pa. P,' P
7 J 2 e E—I(caw&)(cnu;)/‘ dp =

a a
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- 2 (zew)(E-u) g, o+ S, o+ Sow il do

2 u. d
Bqa ' u"‘jll p

y, utilizando la definicién de cantidad de movimiento térmico p= p ~ mu puede

escribirse que:

A2 P, P;
S e 2R et S [ dp

a

Si ahora definimos Px.? (q, ¢} tal que:

k P; P;
Pian =L fap 200y (2.24)

tendremos que lo ecuacién de fransporte de cantidod de movimiento puede escribir-

se como:
3 3 3 (v pk 1 »;
S0 S b Y S (; P; ) - Japds 6,0, X
L a

(2.25)

Consideremos ahora el miembro derecho de esta ecuacién. De la defini-

cién de 9” este término puede escribirse como:

1 3
tolode = -..gfdp dx, f,(x 0% 1) Bf‘. ]
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Si introducimos ahora la densidad binaria p@) y consideramos que: % _ 1 é*
3 4
tendremos que:
r Japds, (500 8- [do, L6t o D(a,0 0,00
Podremos entonces definir P‘.f como:
o0 r
PR = 2 Sy r2ar Sk [ an by kg g (r) p® (2.26)
tal que el miembro derecho de (2.25) pueda escribirse como la divergencia
¢
—2 1 j r drffdkf d)\ k; ki (r)p®
dq,
Finalmente, la expresién (2.26) puede reducirse para obtener:
P?(q,1) = ‘jjdpdx Mn/( x 0%, ) (2.27)

III. CONCLUSIONES

a) Tal como era de esperarse, las expresiones para el tensor de los es-

fuerzos deducidos por uno u otro método son equivalentes.,

b) El método de Irving y Kirkwood es mds general en cuanto que deduce
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las ecuaciones de la hidrodindmica de la ecuacién de Liouville. Esto implica, que
en este método estdn involucradas todas las funciones de distribucién (de una par-
ticula, de dos, de tres, etc.), mientras que en el método de Choh se utilizan sola-
mente las dos primeras ecuaciones de la jerarquia. Por otra parte, ya que esta
jerarquia de ecuaciones se deduce, a su vez, de la ecuacién de Liouville, queda
claro que el método de Choh es en cierta forma redundante, ademds de ser menos

general,

c) De los desarrollos llevados a cabo para deducir el tensor de los esfuer-
zos utilizando ambos métodos, es evidente que es en el método de Irving y Kirkwood
en donde aparece en forma natural la definicién de este tensor, toda vez que se ha-
ce directamente la comparacién con la teoria fenomenolégica. En el método de
Choh, por otra parte, esta definicién no es tan directa, esto es, el miembro derecho
de la ecuacién (2.25) no aparece como la divergencia de un tensor.y, por lo tanto,
no se puede hacer directamente ninguna comparacién con la ecuacién fenomenols-
gica. Es necesario hacer hincapié entonces en el hecho de que este término de la
ecuacién (2.25) puede escribirse como div P? si y sélo si P? se define como en
(2.26).

Es éste un punto particularmente claro donde se establece la diferencia
entre los dos métodos.

Es interesante hacer notar que la funcién de distribucién IN(X o eesi Xy 8)
que cambia con el tiempo segin la ecuacién de Liouville, es una funcién de distri-
bucién que previamente ha sido promediada sobre un conjunto representativo. Es-
te promedio e< tomado para substituir nuestra ignorancia sobre las condiciones
iniciales microscépicas del sistema y su evolucién en el tiempo.

Las ecuaciones hidrodindmicas obtenidas por estos métodos son ecuacio-
nes microscépicas exactas de balance de densidad, cantidad de movimiento y ener-
gia. Sideseamos, o partir de ellas, obtener ecuaciones hidrodinémicas macroscé-
picas deberemos tomar, sobre cada una de las variables dindmicas del sistema,dos
clases de promedios.

El primero es un promedio espacial sobre una regién microscépicamente

grande por macroscépicamente pequefia que estd determinada por el poder de reso-
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lucién de los instrumentos de medida. El segundo es un promedio en el tiempo
sobre un intervalo determinado por el tiempo de relajacién de los instrumentos de
medida. Este promedio en el tiempo es el llamado por Kirkwood "time=smoothing
average" y se toma sobre un intervalo de tiempo 7 tal que, durante su transcurso
se "suavicen® las fluctuaciones microscépicas en la distribucion molecular,

En resimen, podemos asociar con una propiedad ¢ . = del sistema, un do-
ble promedio sobre el espacio y el tiempo, de la propiedad microscépica ¢ de tal

manera que

(bobs =a, a-ré

donde a, es el promedio espacial y a, es el promedio temporal. En esta forma,
al tomar los dos promedios antes mencionados, las ecuaciones microscépicas de

balance se convierten en las ecuaciones hidrodindmicas macroscépicas.
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