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RESUMEN

En este trabajo se obtiene una expresion exacta para todas las raices de
una ecuacion algebraica de grado n. Asimismo, se desarrolla un método que per-
mite simplificar considerablemente los resultados anteriores y que consiste en
trans formar el problema inicial en el del cdlculo de una cierta funcion de dos pa-
rametros Sy(u) . Aunque las soluciones asi obtenidas son solo aproximadas, esta
variante posee varias ventdjas, como la de ser aplicable ain fuera de la regionde
convergencia de los resultados iniciales, permitir la obtencion de férmulas simpli-
ficadas -aplicables frecuentemente a problemas algebraicos -, permitir la tabula-
cion de raices, etc, Se estudian algunas de las propiedades mds importantes de
la funcion Sy(") y se obtienen formulas aproximadas para ella. Se incluyen algu-

nas curvas para la determinacion rdpida de esta funcicn en problemas numéricos,

*Asesor de la Comision Nacional de Energia Nuclear.
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ABSTRACT

An exact solution for all the roots of an algebraic equation of degree n is
obtained in this paper, A method is then developed which allows a great simplifi-
cation of the results ; this method consists in the trans formation of the original
problem into that of the evaluation of a two-parameter function Sy(u) o Although
the new solutions are only approximate, this line of attach is aplicable outside the
region of convergence of the original results, to obtain simplified algebraic formu-
lae; it also allows simple tabulation of the roots. In view of this, some of the
properties of this function Sy(u) are studied and some approximate formulae for its

" evaluation are given, Curves for the rapid determination of this function for nu-

merical problems are included.

INTRODUCCION

- * % - .’
En el presente trabajo  se muestra que es posible obtener una expresion

exacta para las » raices de la ecuacién

La solucidn encontrada estd dada por una serie de potencias del pardmetro a, ,co-
do uno de cuyos coeficientes toma n valores, uno para cada raiz, Dichos coeficien-
tes se determinan en forma recurrente a partir de las soluciones de una ecuacién
de grado n-1, obtenida de la ecuacién original y que es |lamada en este trabajo,
lo resolvente reducida de dicha ecuacién. Estos son los resultados esenciales de
la Seccién 1.

Como es de esperarse, la serie obtenida no necesariamente es convergente
para todo valor de sus argumentos . Este problema se analiza someramente en la

Seccién 2 y mas adelante (Seccidn 4) se muestra que para ciertos casos de interés

**Un resumen de este trabajo fué presentado en el Congreso de la Sociedad Mexicana de

Fisica, Octubre 1965, Mérida, Yuc.

266



general, existe un estrecho vinculo entre las condiciones de convergencia y de rea-
lidad de las rajces.

Cuando las férmulas de la Seccién 1 convergen con suficiente rapidez, los
resultados obtenidos son directamente aplicables tanto a problemas numéricos
(ejemplo en el Apéndice I) como a problemas algebraicos (ejemplo en el Apéndice
m.

Aparte de las posibles dificultades por no convergencia, las férmulas deri-
vadas tienen el inconveniente de su complejidad. Por este motivo, en la Seccién
3 se presenta un método que permite simplificar considerablemente los resultados
de la Seccién 1, expresando las raices buscadas en términos de una cierta funcién
Sy(u) . Estos nuevos resultados son, sin embargo, solo aproximados (el error in-
troducido crece conforme |u | — ).

En estas condiciones, e! problema de la resolucién de la ecuacion original
se ha transformado en el problema del cdlculo de Sy(u) . Asimismo, es en esta fun-
cion en donde se concentra el problema de convergencia. Debido a estas razones,
el resto del frabajo se consagra al estudio de algunas propiedades de dicha fun-
cién (Seccion 4) y a la obtencién de férmulas aproximadas y simples para sucdlcu-
lo, las cuales no pierden totalmente su validez fuera de la region de convergencia
ariginal (Seccién 5) . Algunos de los resultados de esta Gltima parte se pueden
representar gréficamente, o bien tabular, con el objeto de simplificar mas ain el
céleulo numérico. En los Apéndices III-V se presentan otros ejemplos simples
de aplicacién de los métodos desarrollados; todos los ejemplos poseen solo cardc-
ter ilustrativo.

E!l presente trabajo debe ser considerado como introductorio al tema. Es
facil notar que la mayoria de las ideas aqui presentadas pueden ser elaboradas
con mucha mayor profundidad y amplitud. Sin embargo, e! autor considera que en
su forma actual, la teoria es ya directamente aplicable a la inmensa mayoria de
los problemas relativos al tema que con tanta frecuencia ocurren en muy diversas

ramas de la fisica y la técnica.
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l.- DESARROLLOS GENERALES

”
Sea y= I g <*, a, # 0, a ¢ 0 un polinomioen x de grado »

con coeficientes reales,

Supondremos que la ecuacién

Yy = é akxk=0 (])

. ’, - rd ’ . * . . . - 3
(que por hipétesis no posee raices miltiples ) admite como solucién la serie infi-

nita
x = EO bjag=bo+8, @
en donde
—- < S
5= SEI bsao. (2a)

La sustitucién de (2) en (1) conduce a
Y +8) =y, typ b it Sy 8" =0 @)
en donde se ha usado la escritura abreviada

k
0 dxk X = bO

* - . . .
Si la ecuacién original poseyera raices miltiples, se supone que se ha procedido a su eli-
minacién, medionte el mdximo comin divisor del polinomio original y su primera derivada.
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Puesto que (3) debe ser vélida para toda a,es posible determinar univoca-
mente b, anulando por separado los coeficientes de a’; en (3) . En particular, pa-

ra k= 0 setiene y ~a = 0,0 bien, en forma explicita:
2 n
albo+a2b0+.....+anbo=0 (4)

La solucion de (43 proporciona n valores para el parametro bo , incluyendo
la solucién trivial by = 0". Porsu particular importancia a (4) le llamaremos la
ecuacién resolvente de (1) y a la ecuacién a tab t..ta, bO” e 0, obtenida
de la resolvente por eliminacién de la rajz trivial b, = 0, le llamaremos lu ecua-
cion resolvente reducida (R R) de (1) . A su vez, para £ = 1 se obtiene

l+bly;=0,obien

R (5)

Para la determinacién de 5, para k » 2, se puede proceder de la siguiente manera.

Insertando (2a) en (3) se tiene

! BB b a0 (6)
k EVTEI...1T 1 2 '°7m To~
. RTRT. k1

s o (m)
2 m
m=0 )’0
con

(6a)

(la suma respecto a k]. se realiza sobre todos los posibles valores enteros positi-
vos o nulos de ks kyyo..que satisfacen (6a)) . La expresion (6) se puede sa-

tisfacer idénticamente anulando el coeficiente de a; para cada s dada > 2 con m

* . .

Se propone expresar x como serie de potencias de @, para asegurar que en todo caso la re-
solvente posea al menos una raiz trivial. Si el desarrollo de x se hace respecto de otro co-
eficiente a, de (1), no necesariamente se tendra esta facilidad y la solucion de la ecuacion

que sustituyera a (4) seria equivalente a la solucion de la ecuacidn original.
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corriendo desde 1 hasta su méximo valorm__ = s que corresponde a k =s. Se

obtiene asi el sistema de ecuaciones

b‘b2 .= 0, 7

W o
] 2

que puede reescribirse en la siguiente forma, separando el término que correspon-

deoks=1, ki=0, j=s:

Vbt 3 ym 3 L B U SO
07 m=z27% kR RIEI... ' 2

Tomando ahora en cuenta (5) se tiene la siguiente férmula recursiva para

lo determinacion de los coeficientes b_ :

k k k
boob (m) s ! b1b 2. . 6", (s32)

1 2 S-1
m=2 h} kl!k;z!“‘ks-l!

(8)

Usando en (5) y (8) los n valores de b, dados por la solucién de la resolvente (4)

se obtienen los » raices de (1):

at k k&
- (m) 0 1323 3
s [Bregnrn 3 o P o h -1,
1 2 3

(I=1,2,...,m)

(9
en donde el indice I se refiere a cada uno de los n juegos de valores de b, = b{“.

Por razones de simplicidad en la escritura, el indice ! se omitird en lo sucesivo en

general,
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Supéngase ahora que @ -+ 0; se tiene entonces, segin (9), que x; ° b(()l) y
a bgl) se le puede consideror como la aproximacién de orden cero de x, y a los tér-
minos sucesivos en (9), las sucesivas correcciones de orden 1,2, ... Luego la
solucién trivial de la resolvente corresponde, en particular, a la raiz de (1) de mé-

dulo menor, la cual estd dada por (b0= 0,5=- % . y(()"'J =mla,)

*mod menor =

En forma explicita, los primeros coeficientes b,. son
1 " 3
bz = 27 Yo % 0
1 m 74 1 m2 15
b —Fyo bl + ;(yo) bll (]0)

= o e

1 1 s 5 " " 6 5 u3 7
b4—]_!y"bl+ Yo Yo b1+§(yo) b

con bl dado por (5) para cada bo solucién de (4). La introduccién de (10) en (9)

permite escribir:

+...) (9b)

1 w 2.2
x:bo+aobl(] + 2_!)'0 bl a,

Para dar a (9) una forma mds conveniente, definamos n =1 nuevos pardmetros

A ygk)ak-lbf, k=2,3,...n, )

1
k k—l 0
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(cuya determinacién exige el conocimiento previo solode b y ) y en términos de

los cuales (9) toma la forma:

X = b0 ta 1’1[]+(’\2“‘3+)‘4+"') +
2 2 2
RN, PN, AN Lt BA A, T A Attt TA A, )
3 3 3 2 2
PO HT20 F 2207 .. 21000 T2BAA 4Lt

2 2 2 2 .
+28A, N+ 45K N, .t BN, N S5A XL HL T T2, 0, Tl

+000]=

n
- bra b+ RIS R R +...] (12)
en donde
o0 1.1
S SR (L) LI VAR I SV B 9 FO R
k= 2y TRI-1+)T R Me T or #GE=TIN,

+ ?]F E(dk=1)(4k=2)2} *...
(13q)

4

[m(s+ 1)+ k(s"+1)]! S
[m+1) * k(s +1)=s=s'=1]I(s * )z +1)1 *"m

o0
Skm = b

4
s,s =0

(13b)

(Nétese que S, , S, . etc., no dependen del grado de la ecuacion a resolver) .

En el apéndice se dan algunos ejemplos simples de aplicacién de los resul-

tados recién derivados.
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2. Convergencia.

La férmula (12) resuelve en principio el problema planteado, permitiendo
caleular las # raices de la ecuacién original, si dicha expresion no diverge.

Es facil demostrar que S, , $,;, ... convergen absolutamente si

k.t
|A | < Amox - AN B340 ~ 1 para £>> 1. Tomando esto en cuenta,
k k E \ % ke

se puede demostrar que 1a serie (12) es absolutamente convergente en la regidn
|s kA | < % « Resultados andlogos serdn establecidos en forma més simple
mas adelante,

Supéngase ahora que (algunas de) las A, de una ecuacién dada no satis-
facen las condiciones de convergencia. Es posible entonces modificar la ecua-
cién original en tal forma que los nuevos pardmetros A, satisfagan dichas condi-

ciones y los resultados de la Seccién 1 adquieran sentido. En efecto, sea

”
flw) = kZO & w® = 0 la ecuacién a resolver. Haciendo el cambio de variable

w=x tx,endonde x es un valor.adecuadamente escogido, la ecuacién se trans-

n
formaen 3 a, LI ,cON @ = l;l—l f(k) (xo) . Se tendré asi, para el caso

b, = 0, que los nuevos pardmetros A, estin dados por

(14)

TR TRy \T TR

(k)
IR f) )
X )
Puesto que la ecuacién original, por hipétesis, no posee raices moiltiples
siempre es posible encontrar una x, tal que f(x)) sea suficientemente pequeiia y

/'(xo) # 0, en tal forma que todos los nuevos pardmetros X, dados por (14) sa-

tisfagan las condiciones de convergencia, como se afirmé arriba,

3. Férmulas aproximadas.
Las férmulas obtenidas en la Seccién 1 son exactas, pero su validez estd

limitada a la regién de convergencia, lo que en muchos casos puede impedir su
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aplicacién directa. Supéngase, como ejemplo, que la raiz de médulo menor de una
cierta ecuacién es compleja. Es evidente que en estas condiciones la serie (12)
serd divergente para b, = 0, puesto que dicha serie solo puede convergir a valores
reales para b, real. Mds adelante se demostraré que la divergencia de $, (A, )dada
por (130) para ky x, > Oreales significa, en efecto, que S, (A,) es compleja y no
es posible por lo tanto calcularla con las férmulas de la Seccién 1. Problemas de
esta naturaleza serdn revisados en las Secciones 4 y 5, en donde se obtendrén ex-
presiones aproximadas cerradas para la funcién S, (Ag) .

Otro inconveniente de los resultados de la Seccién 1, es lo relativamente
complicado de las férmulas obtenidas, lo que reduce considerablemente la posibi-
lidad de usarlas para expresar algebraicamente las raices de una ecuacién dada .,
Con la intencién de hacer sofuble, aunque sea solo en forma aproximada, un grupo
mas amplio de problemas algebraicos, en este pardgrafo se mostrard como es posi-
ble obtener férmulas aproximadas pero considerablemente mas simples que (9) o
(12).

Naturalmente, estos resultados pueden servir también para obtener una pri-
mera aproximacién numérica de las raices que sirva de base para el empleo de al-
guno de los métodos numéricos que exigen su previa localizacién,

Con este objetivo, definamos dos nuevos parémetros uy v :

” n
- 1 1 (k) L
=M o I, e b s e ta ) (5)
”
vE k§2 kAk: bl[y (bo +a0bl)- Y (bo)] =1+ bx Y (bo +"01’1)
(16)
Tenemos:

wv = 207 4 307+ AX t Lt BAN ANt T TR, e

D Bu@Burew) =58 + 1223 + 2223 +... ¢
3! 2 3 4
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* Q1= 2) NN, Y (28=2) A, ¢+ Lt (28= 1) A0, ¢
! 2 - 2 =1 32
H@5= LINGA, ot (@5=2) AN, (55 D) AN,

+(72=3) LA 00, Feun s

etc. Comparando estos resultodos con (12) se ve que es posible escribir en forma

aproximada:

X = bo+ao bl['l +tu tu t ;_I uv (3v=u) +ﬁ uv (4v = u) (4v = 2u) +]

Ebo+a°bl[]+u+5']' an

<
It
LYK

en donde

§'= w1 +%(3y-])u+ ;_l(4y-])(4y‘2) Wwt...].

Usando ahora la definicién (13a) con & — y (y no necesariamente entera),

se tiene

$'= ulys + 2‘_|y(3y-1)u2 + :.;.I_y(dy-])(iiy-?)ua to..] =

—ul-1+s @1, (19)
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por lo que (17) se puede escribir como
x-_-bo'faobl['l‘l‘usy(u)], (20)

que es la formula buscada. Ejemplos concretos de aplicacién de (20) se encuen-

tran en el apéndice
De acuerdo a los resultados de la Seccisn 2, Sy(u) es absolutamente con-

vergente si

yel
;ul=|yu1<uo=(z;l_) ~Lsiy-w
Y e
1)

La aplicacién de (20) a un problema concreto ofrece dos tipos de difuculta-

des:
a) La primera es de cardcter meramente practico y se refiere al célculo de
b(fl_). El proceso directo de determinacién de bo(l) exige la solucién de la resolven-

te reducida de la ecuacién original, es decir, de una ecuacién de grado n-1. Es-
to se puede realizar aplicando el mismo procedimiento a dicha resolvente reducida
y continvando en esta forma hasta llegar a lo ecwacién g, x* +a, , x + a,, =0,
que se tomard como punto de partida. En esta forma se determinardn los n~1 va-
lores no triviales de bél), que se insertardn en (20) para la determinacién aproxi-
mada y simultdnea de las # raices.

La necesidad de resolver la R R puede eliminarse si en sustitucién del mé-
todo anterior se utiliza un proceso de cdlculo sucesivo de las raices. Para ello,
en lo férmula (20) se emplea solo la solucién trivial b, = 0 para determinar laraiz
de médulo menor, la cual se elimina de la ecuacién original. A la ecuacién resul-
tante de grado - 1 se le aplica el mismo procedimiento, el cual se continda en la
forma habitual hasta obtener la solucién completa,

b) La segunda dificultad, sin embargo, es de carécter principal: en el mo-
mento actual los dos pro‘gramas de cdalculo mencionados en a) pueden no ser reali-

zables debido a dificultades de convergencia que impiden la determinacién de Sy .
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Se ha mostrado en la Seccién 2 que en principio esta dificultad es siempre elimina-
ble escogiendo adecuadamente el valor de x . ; sin embargo, la seleccién de valores
adecuados de x, es equivalente al previo conocimiento de la localizacién de las
raices.

La solucién efectiva de este problema consiste en la obtencién de una formu-
la cerrada para la funciép Sy valida por todo valor de sus argumentos. Expresiones
explicitas de esta naturaleza no son faciles de obtener (suponiendo que existan),
por lo que en el presente trabajo nos limitaremos a la deduccién de una férmula ce-
rrada, pero implicita, de S, (ver 21)) y al estudio, mediante ella, de algunas pro-
piedades de dicha funcién (Seccion 4) para, mas adelante (Seccion 5), obtener una
formula aproximada y simple de ella (ver (36)) que no pierde totalmente su validez
fuera de la regién de convergencia de (13a). Con la ayuda de estos resultados, la
férmula (20) adquiere mayor interés préctico, fanto para la solucién de problemas

algebraicos como numéricos,

4. La funcién Sy(u).
Para llevor adelante el programa previamente trazado, definamos una nueva
funcién f= f(y, u) tal que Sy(u) = f”. Proponiendo que es posible desarrollar

fen serie de potencias de u, f- X a_u" con a, = 1, se tiene, segun (13a):

S, =72 (W +a utaudt..) =1%yu + 1 yBy=1)a® +...

Desarrollando e igualando coeficientes de u* se obtiene

1
21

y@By=-1),...,

a:], a, = Y, (z3=

N

y, en consecuencia, usando nuevamente (13a):

4 b4
Syz[]'f’u+yu2+.2l!_y(3y'])u3+...] =(1+us) . (22)
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En lo sucesivo, se considerarg que (22) detine la funcién S, .

Sea ahora

z=1+us§ (23)

(por simplicidad se omite el indice ).

En funcién de z, (22) toma la forma

uzV=2z+1=0 (24)

y las soluciones de (1), segin (20), se escriben como

x=bn+a0blz, (25)

para cada bél) .
A continuacién se analizo la funcién z = z,, (4) para valores reales de y > 1
y ureal. Esta limitacién se adopta fundamentalmente por razones de simplicidod

del andlisis y estd parcialmente justificada por el hecho de que el pardmetro

2,0 A A

~<
i

LIS
"

)\2+)\3+)\4... /\2+/\3+)\4+...

toma frecuentemente valores cercanos a 2 (suponiendo A, 4 0, l)\k [> ] Ak |,
como frecuentemente es el caso en las aplicaciones numéricas).

La ecuacién (24) con y y u reales posee un nimero variable de soluciones
reales. En la figura 1 se muestra z como funcién de u (no a escala) con y como
pardmetro. Las ramas situadas en el semiplano inferior (que llamaremos ramas ac-
cesorias) existen solo para ciertos valores de y, a diferencia de la rama situada en
el semiplano superior (que llamaremos rama principal), la cual existe para toda y

real - 0. Es facil mostrar que para y > 1 la rama principal (RP) posee un punto
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Q(u,, z,) para el cual %% _

= A la seccién monétona de la RP comprendida
un

entre z = Oyz= z, le [lamaremos parte inferior de la rama principal (PIRP). A
continuacién se analizan algunas caracteristicas de la PIRP, que es la porcién de
la funcidn que tiene especial interés en nuestro caso (en el apéndice IV se hace un

andlisis mas completo de la funcién z para el caso de las ecuaciones cibicas).

Como se ha dicho, el punto Q (fig. 1) estd definido por lo relacién dz

—u‘ = o0
para y > 1"y posee las coordenadas
yel
v=yu, = [L1)] (260)
Y
z = _Y_ . (26!))
0 y -1
Ademds, z es real y positiva (ver fig. 1) para toda ug u_ = Yo y compleja para

Y
u>u ,es decir, 5, es real para v = yug v, y compleja en caso contrario. Como,

por ofra parte, si bo esreal , son también reales b1 , 4, vyy (ver sus respectivas

definiciones), se concluye, de acuerdo con (20) , que
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la ecuacién (1) posee una raiz real por cada solucién real de su resolvente

para la cual es cierto que
yel
o)ugu():()"]) siy>1,
Yy

b) 0< yg 1 (sinrestricciéon sobre v),

Siy>1perov> v, , la correspondiente raiz de (1) es compleja.

Como caso particular de los resultados anteriores se tiene que 5, es real
si |v]< v, , para toda y y vreales. Esto (ltima relacién coincide con la condi-
cidon de convergencia absoluta de 5, (ver 21)). Por lo tanto, la serie (13a) con-
verge absolutamente si la raiz en cuestién es real, con y > 1y ureal. La diver-
gencia de 5, es asi, en este coso, indicio de la existencia de uno raiz compleja.
(Enelcaso <0, |u|> 4 la serie (13a) es alternante y mas que divergencia
se tiene indeterminacién de su valor, que es real,).

Es posible demostrar que para toda « real se tiene 0g lz !g zo)* « Puesto
que para u #, en efecto se cumple esta relacion (ver fig. 1), basta demostrar su

0
validez para u > 4, ,es decir, para z compleja. Para ello, sea

z = } e”cP, u>u (27)

Introduciendo (27) en (24) y separando parte real e imaginaria se obtiene:

yel .
y sen yo = sen(y=1) ¢, usen yo = r sin ¢,
de donde son inmediatas las relaciones
sen(y=1)¢o 4 sen
4= Y ¢ , (28a)
seny @ sen(y=1)¢
“Pora el caso 0<y < 1setiene Zy =00, U = ooy el teorema es valido para today > 0,

real,
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[z] =L - _senye (28b)
r sen (y=1)¢g

La funcién |z | dada por (28b) decrece monétonomente desde z, = Y
parag = 0 hasta ceropara 9= ¢ = 7 (ver fig. 3) siy > 1. Como para -
P = Pnqx S€ tiene, segin (28a), ¥ = + o y u(¢p) es continua para 0< g Prmox ¢
resulta que pora toda u 3 u existe uno Lo l< Prox Gue satisface (28a). En con-
secvencia, las soluciones complejas z estdn caracterizadas por 0g (z]< z  para
0glolg Pmox ¥ %, < 4< =, lo cual completa la demostracién, Ademds, puesto

que ¢ = n/y , se tiene que si y > 2, entonces necesariamente Re z > 0.

5. Férmulas aproximadas y curvas de S, (u)s

En este pardgrafo se analizan diversas posibilidades de representacién de
la funcién S, (u) 6, equiva lentemente, de la funcién z. EI objeto de esta seccion
es, como se ha dicho ya, generalizar y facilitar lo mas posible el cdlculo de las
raices de una ecuacién,

5.1. Las soluciones de (24) que corresponden a la PIR p* pueden ser ob-
tenidas grdficamente mediante el empleo de curvas del tipo mostrado en las Figs. 2
(< u,, soluciones reales) y 3 (u> u, , soluciones complejas). Elempleo de di-
chas curvas es directo. Para la obtencion de los resultados en el caso « < u se

utilizé el siguiente procedimiento, Sea = z”; de (24) resulta

n=2" 2221 29)

y las soluciones reales de (24) estan dadas por la interseccién de las curvas

0, = 27y n, = z=1 , cada una de las cuales depende de un solo parémetro (Ver
u
fig. 20 paro u< Oy 2b para 0 < ug 4,). Pora los soluciones complejas de (24)

se pueden utilizar directamente las férmulas (28) que se muestran en la figura 3,

*

Para ciertos casos porticulares de suficiente interés, como por ejemplo, para y =3, las
correspondientes tablas y curvas pueden completarse con las soluciones dadas por la par-
te superior de lc RP y por las romas accesorias, con lo que se dispondria de tablas y cure
vos simples para lo determinocion de todas los rojces en dichos cosos.
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mediante lo cual se debe determinar inicialmente el dngulo ¢ que corresponae a
los valores dados de 4 y y y a continuacién el valor correspondiente de |z i, deter-
minado a partir de la © previamente encontrada.

5.2. Hasta el momento no se dispone sino de la serie (13a) para el célculo
de S7 . Eneste apartado se analizan someramente algunas posibilidades para ob-
tener formulas simples aproximadas para la determinacién de dicha funcién. En a)
y b) abajo se proponen solo variantes de cdlculos mas o menos obvias, mientras
que en c) se analiza con cierta amplitud la posibilidad de expresar la funcidn Sy
en una forma simple, aunque aproximada, que no pierde totalmente su validez fuera
de la regién de convergencia de (13a).

a) Dentro de la regién de convergencia de (13a) es posible proceder de la

siguiente manera: Sea

S, () = 1+yu +;_!y(3y-])u2 + 3'—| yldy=1)(dy=2) >+ ...
=ltcutcultc u’t... (30)
Sea también
A —_-]-clu='|-yu (31a)

Se tiene entonces
2, 2 3
- + - + (¢ = (o u t...;
Alsy"] (Cz Cl)" (3 4 2) !
sea ahora

A, =T=(c,=c)u =1=2 y(y-1)u*, (31b)
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por o que

ANA S =1 +(cs-clc )u3+...;

2

continuvando este proceso con

c)u®, 31c)

A = 1-(t:3-c1 )

3
etc., se pueden ir eliminando sucesivamente los términos de menor exponente, has-

ta obtener finalmente

s = 1V (32)

La férmula (32) permite obtener aproximaciones sucesivas a s, para
|u | < u . Es claro que para u suficientemente pequefia, A, — 1 rapidamente con-

forme k& crece. En particular, en primera aproximacién se tiene

s _ 1 1 - 1 (32a)

Y —Kl= ]-yu— 1=v

Sea ahora Xy = bo ta, I;l . Se tiene entonces en primera aproximacion, segon (16),

(23) y (32a)

valor que sustituido en (25), tomando en cuenta (15), da:

y (%)
= bo‘f aoblz= X, = 3,_7;0_)
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Esta es la fsrmula del método de aproximaciones sucesivas de Newton. En

el caso presente, sin embargo, la aproximacién inicial x*) esté dada por el proceso

. . 1 . . . .
mismo de célculo como ) = x = bt aob1 , no siendo necesario estimarla previa-

mente,

b) Para el caso de z compleja con u/u0= 1+¢,endonde 0<e<<1,de
(28) se tiene directamente

V yiy=

X -1 - 2 b
|z | ;Y__][l = (2 l)cp] (33b)

y los raices respectivas estdn dadas por
£i
xxb +ab |z]eT . (33¢)

c) Una expresién aproximada para § real o complejo se puede obtener en

la siguiente forma. Desarrollando (22) se tiene (se omite el indice y por breve-
dad):

S=1%yus *2_‘1_ yly=1)u?s? + 3‘_| yly=1y=2)a’s>+...

=]+yu5+;_y(y-])gu252, (34)

en donde, por definicién

g=l+;_|(y-2)us ?;T(y-Z)(y—3)u252+... (35)
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De (34) se tiene entonces "

-y - - 2_ }:]_ 2
B R ‘/“ V2 e
y=1)gv

(36)

La férmula (36) es exacta, pero su uso requiere el previo conocimiento de
g(8), lo que demanda a su vez conocer S. Es posible, sin embargo, encontrar ex-
presiones simples aproximadas de g como funcién de . Para ello, trataremos de

construir una funcién g(u, y) que permita satisfacer las siguientes condiciones:

1) = para u~ 0, z = 1+ u, segin requieren (23 y (32a);
2) - para u = 4, z= zo,deacuerdoo (26);

3) - el subradical de (36) debe anularse para v = v_si se impone a g la

)
condicién de ser real para v real, lo que daré z real para vEY vz

compleja para v > v, paray > 1;
4) - para |u| = o, |z| — 0, de acuerdo a resultados anteriores;
5) = pora u = Odebe ser g = 1 para toda y;

6) = para y = 2 debe ser g = 1 para toda u.

Las condiciones 5) y ) siguen directamente de (35)

Analizaremos ahora la férmula (36) desde el punto de vista de estas seis
condiciones. En primer lugar (36) satisface 1) para toda g finita. En efecto, se-

gun esta férmula, se tiene

1:-]gv2
r4 - ]-4}-_}’_ =]+£=]+u-
v=o y-1)gv Y

* -
En (36) se toma solo el signo~frente al radical para el caso de raices reales pues se tra-
ta de lo solucion correspondiente a la parte inferior de la rama principal (ver Fig. 1); para
raices complejas evidentemente debe mantenerse el doble signo.
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Las condiciones 2) y 3) requierenun andlisis mds cuidadoso. De la segun-

da de éstas sigue que si se escribe g(v) = g, se debe tener

g, =

1 1=y
1y ( 0) , (37a)
2 y=1 v

mientras que 2) requiere, tomando en cuenta (25)

1=-v
g = ° (37b)

v
0

Los resultados (37) no son consistentes, lo que muestra que la suposicién
greal si v real no es del todo correcta. Sin embargo, es facil demostrar que g_
dada por (37b) no difiere excesivamente del valor dado por (37a). En efecto, sea

L

g = ; se tiene entonces, usando (37a):

v
0

& _ 1y 1=y
g, 2 v-1 '

(=]

el calculo numérico del valor de esta relacién muestra que para y comprendida, por
ejemplo, entre ~ 2 y + ~ el cociente go/go' varia monétonamente entre la unidad y

1 (e=-1)Y=~ 0.86. Este hecho ™ nos permite conservar simultdneamente las condi-
2

ciones 2) y 3) anteriores, pero considerando la férmula (36) como aproximada (el

error decrecerd conforme y — 2) .

Para investigar las implicaciones de la condicién 4) introducimos el pard-

metro g | ||m g(#) « Se puede demostrar entonces que 4) exige que sea
ll — 00
go= % (38)
Y
"La relacion g /g =1 implica y = y/{3y 2) que efectivamente puede ser considerada .

como uno bueno aproximacion ol valor exacto {(y=1) /y)7~ -t
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Podemos ahora construir una funcién g = g (y, 4) que se aproxime a la fun-
cién g dada por (35) para un intervalo suficientemente amplio de sus argumentos ;

en particular, se puede proponer, entre otras posibles expresiones, la siguiente:

q
a+hb -
g=_|"_"°|q_, 39)

¢+ umiy|

en donde a,5,c,q son pardmetros que se proponen independientes de u y que se de-

terminan mediante las férmulas (37a), (38) y la condicién 5) anterior, en tal forma

que se tiene:

g, 8. -1 lu-u 1
1+ 22 20 0
g, 1-¢&,| «
g-=g, 9 : (3%)
g =1 |u~-u 1
1+ 20 0
=g, | %,

Este resultado se puede simplificar si se observa que para y comprendida
entre ~ 3/2y + o la expresién (g,- 1)/(1~g,) permanece précticamente cons-

fante e igual a 1/2, es decir, que en este intervalo se satisface con excelente a-

proximacion la relacién
2g0 tg, =3, (40)

en donde 8, Y 8o, ©STAN definidos por (37a) y (38), respectivamente. .Introducien-
do (40) en (3%) se tiene

q
1+ 1 % II-K
2 g v
&= g, 0 ‘; . (41)




Es facil comprobar que (41) sotisface automaticamente la condicién 6) an-
terior. Para determinar ¢ desarrollamos (41) en serie de potencias de u e iguala-

mos el término lineal de este desarrollo con el correspondiente término en la serie

g=1+1-Dus+...=1+ -2 a+...
3 3

Se obtiene

7= 24-2 , (42)
2 8~ &
que, con la ayuda de (38) y (40),se reduce a
q=1, (42a)
Se tiene asi, finalmente,
v,
1+ 1 8 ’ 1- 2 ’
2 g v
g=8, 0 0 . (43)
Y
1+ -2
2 Y,

La férmula (36), con g dada en forma aproximada por (43) es la expresion
buscada. Un ejemplo de aplicacién de estos resultados se presenta en el apéndi-

ce III .
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APENDICE 1

Con este primer ejemplo se pretende mostrar, con un caso sencillo, cémo se
puede proceder para calcular las raices de una ecuacién numérica. T omemos la

ecvuocion

x* + 6x%= 4x? = 3Ux-13 = 0 (A1)

No es dificil convencerse que a esta ecuacién se le pueden aplicar directo-
mente los métodos desarrollados en la Seccién 1. Sin embargo, emplearemos un
procedimiento de célculo simulténeo de las cuatro raices que frecuentemente redu-
ce el trabajo de computacién. (Es claro que podria iguolmente utilizarse un proce-
so andlogo de cdlculo consecutivo de las raices). Para iniciar el trabajo, determi-

naremos un valor aproximado de las raices como sigue. La resolvente de (A1) es
4 3 2 .
bo t 6b ) ~ 4b; ~ 34b, = 0. (A2)

Para lo raiz trivial de (A2) b, = 0 se tiene de (15), (16) y (19) que

b1 -1 , 4= 00692, y = 2.42; como u<< 1, en primera aproximacién
a 34
1
se tiene, segin (32a), que S~ % =3 1y, finalmente, usando (20), se tiene
.833
1

que la raiz de médulo menor es, en primera aproximacion,

x n- 13 1+°_-£62) = - 0.414
1 34 0.833

Para la determinacién de las restantes raices debemos resolver la RR de

(AY):
3 2
by + 6k~ 4b - 34= 0. (A3)
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El trabajo de solucién de (A3) se simplifica eliminando el término cuadra-
tico (podrian emplearse los métodos discutidos mas adelante en AIl} mediante el

cambio de variable b= w= 2, que da
w?-16w=-10= 0, (Ad)
cuya resolvente es

b (1,0'2- 16) = 0, (A5)

con raices bo'(z) =0, b(;(s) =4, b(;“) = =4. A estos valores de bo'(l) corres-

ponden los siguientes valores de bl'(l) :

pe (D _ o 1 R R T
o 2

y'(b'(”) 16 '3 32
o

por lo que las raices de (A4) son aproximadamente (aqui a = - 10)

I ged) A __S
w) ~ by +a b <

’ ’

RN
3 3

y, consecuentemente, las soluciones apraximadas de (A3) son

D Wi a2V 7 11 (1.2,3,4)
0 g8 3 3

{

) )(aqui y (x) es la fun-

Con los valores obtenidos de bgl) se determinan b

cién original de (Al1)):




ve tiene asi, finalmente, para las raices restantes en primera aproximacion:
(2) (2)
x a b+ b = =2,
. o a b 2.29,

3, 3 _
x & by a b = 2.6,

Q)] (4)
X, o~ bo + aob1 = = 5,76,

Supdngase ahora que se desea obtener las raices de (A1) con mayor aproxi-
macién. Con el objeto de aumentar lo rapidez de convergencia de las férmulas de
la Seccién 1 y reducir el trabajo de computacién, es conveniente proceder como se
muesira a continuacién. Tomemos como ejemplo x .+ Haciendo en (A1) el cambio

de variable X == 0.4 + z , se tiene que z, satisface la ecuacién
z} + 442> - 1024z - 28,176z - 03984 = 0 (A6)

Nos interesa determinar sélo la raiz de médulo menor de (A6), por lo que se tiene
1

— .y, adends:
28.176

de inmdlafo b0= 0, bl =

-2
A, = 10:24x0.3984 _ 5,13879x 10
2 (28.176)

A, = 4:4x(03980° _ 392,107
3 (28.176)

3 .
A - (0-3984)4 - =10 7
4 (28.176)
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Con estos valores sustituidos en (12) se tiene

z = -=0.014 2135,

por lo que

x =z =04 = -0.414 2135

Un proceso enteramente andlogo con z) dada sucesivamente por 2.3 + X

)

P . l
-24 + x 0y 5.7 t x, (empleando en cada caso sélo la solucidn b(() = 0) conduce

o los resultados

X, = =2.267 949 2
X, = 2414 213 5
X =

-5.732 050 8

Como el cdlculo de cada raiz se ha hecho independientemente de la deter-
minacidn de las restantes, es posible checar estos resultados. Se tiene asi, por

ejemplo, que

X tx,tx tx = 6,000 000 O.
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APENDICE Il

Se mostrard ahora como es posible tratar algunos problemas algebraicos con
los métodos desarrollados en la Seccién 1. Con este objeto nos proponemos estu-

diar en primer lugar la ecuacién
”
wtgwtg =0, g 40. (A7)

Para simplificar un tanto el frabajo algebraico es conveniente hacer el cam-

bio de variable w = - &x, con ei que (A7) toma la forma
&

ux"=x+1 =0, (A8)

en donde

”
U = .1. - Eg .
gO gl

Para resolver (A8) debemos determinar las raices de su resolvente

n-1l
by(ub,  =1) = 0 (A9)
que son .
S mel
bo= 0, lul xme,n-l'
en donde «,_ son las n-1roicesde e = % - +1siu>0,-1siu<O,

,n-l

1

| |
= ¢+ Para la raiz de médulo menor se tiene b = 0, & = 1,

. ” -
es decir, (,:.F. me1) A

\,= 4, A, = 0 para &} n, por lo que para ellas se tiene
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x =1+ as, (4), (A10a)

con §, («) dada por (130) . Para las restantes n=1 raices se procede en forma and-

1 n
. 1 IR -
loga, con b1= e i A, = 7 n’:‘ lul X yoirever Ay = (n.] u,lo que
da
1 ”
. - 1 +
X o (4)6'"-1 n—-f [] kgzhksk(/\k) +...] .
Vlal
(A10b)

Abstrayendo por el momento de eventuales dificultades de convergencia,
(A10) representan la solucién del problema propuesto. Estd claro que en caso de
ser necesario, podrian emplearse los métodos de la Seccién 5 para la determinacién
1

l=nu

de $;(A;) . Enelcaso particular \u‘ << 1 se tiene (ver (32a)) §, (u) ~

*
y (A10) se pueden reescribir en primera aproximacion en la forma

x =1t 4, (Alla)
1 l=nu
PR we,n-x-;,]_—] [1+ 0 ()], (A11b)

(1=2,3,...n)

I4 .’ .
Un caso un tanto mds general que puede también analizarse en forma ele-

mental, es el de la ecuacién

w”+gmwm+go=0,m<n (A12)

* I
Algunos de los resultados anteriores y, en particular, los que se refieren o lo raiz de mo-
dulo menor, conservan su validez aun en el caso de n no entera.
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que toma la forma

ux"= x"+ 1= 0 (A13)

l/m

n/m
conu= 1 [-50 mediante el cambio de variable w = | - ﬁ_ X .
& Em Em
Para simplificar el anélisis, supondremos que ues real y |u|<< 1. La resolven-

te de (A13)

m nem
b (ub, " =1) =0 (A14)

nos proporciona de inmediato # = m valores no triviales de bog

1

(A15)

bo=|“| w

nem
en donde una vez mds se ha escrito (©¢ g om) =e¢= _% ,para los cuales se
’
, | u]
tiene
mel
_ 1 - 1 nem me-l1
x= 1w, . ™ "o em teee (Al&a)

ne-m ” pem
Vil

z -z tu=0 (A7)

deducida de (A13) con el cambio de variable x = 1/z y operando sélo con las m

raices no triviales de la resolvente

b Ty -1 = 0, (A18)



es decir, con , m/__.
= CO+'m= +] .

Se obtiene

-1
O (A16b)

A modo de ejemplo numérico, sea

x°=8x2+3_0

3 3<<];|asn-m=3

2

LYA
la ecuacién a resolver, Se tiene u = ]_(3_) !
3\8 128

y en primera aproxima-

raices de médulo mayor corresponden a bo = 4 JZ w4,
3 *

cidn se tiene para ellas, directamente de los resultados anteriores

1 3 2 1.1 3 -1
x~b0+aobl = ;'/;[4/‘3:(0“3 7 4—/2:m+'3]

- 2%'3(1-'_%'3 ,

32
en donde w,,,=1,= .;_ + i/_g . De acuerdo a (A16b), para las m = 2 raices

de médulo menor se tiene aproximadamente, con «, ,=%1,
MI_/E +1 vel [Fas3 [T
2¢ 2 2 §y2 256 § 2
147_3__/3_+...
256 ¥ 2
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APENDICE III

Se tratard aqui, @ modo de ejemplo, un problema que involucra la solucién
de una ecuacién trascendente. Se pretende con este ejemplo, mds que de obtener
lo solucién exacta, de mostror como pueden emplearse os métodos propuestos en

las Secciones 3 y 5 para tratar problemas de esta naturaleza.

El ejemplo en cuestién consiste en obtener la primera raiz de la ecuacién
J,&) =0 (A19)

Si se desarrolla (A19) en serie de potencias y se introduce en el resultado

x= =1 2%, se obtiene
4

3

2
jo(z) = 1+x+ X+ L.é_'f...,

@) @y

con lo que el problema se reduce al célculo de la raiz de médulo menor de la ecuo-

cion

T+x+ 12+ 3+ 1 &*+,.. =20 (A20)
4 36 576

Para b = Ose tiene bl ==1, 8=y * “obl) = ]0(2) , v=1=7(2) (sehan
usado las férmulas (15) y (16)) « Con estos valores, (36) y (43) dan, aproximada-

mente, S = 2; por lo tanto, de acuerdo a (20), se tiene

x == +us(w)==-(1+27,2)),

1
o bien, en términos de la variable original z:

z 22/-x=21+27,@). (A20)
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APENDICE IV

En este apéndice se aplican los métodos presentados en la Seccién 40l and-
lisis de la ecuacién cibica. En concreto, el estudio de la funcién N (4) nos permi-

tird obtener en forma simple las propiedades de las raices, como un caso particular

de relaciones mds generales.

Sea
witguwtgwtg =0 (A21)
la ecuacién cdbica a estudiar, la cual, por hipétesis, no posee tres raices iguales.

En estas condiciones es siempre posible eliminar el término cuadrdtico y, median-

te un ulterior cambio de escala de la variable (andlogo al empleado con (A7)), re-

ducir (A21) a la forma previamente analizada

ux3-x+1 =0 (A22)

Asi pues, pese a que (A22) contiene sélo un pordmetro libre, representa a

la cObica mas general que no es cubo perfecto®. La funcién z = 1+ 4§, (1) que

resvelve (A22) de acuerdo a (20), se muestra en la fig. Al. El punto Q posee co-

ordenadas (calculadas con (26)) u, = .21 )z, = 2_ + De la figura se concluye que
7

para u real,

- 3 .
Debido o este hecho, puede considerarse que (20) es solucion exacto de lo ecuacion co-
bica, con ¥ = 3, dentro de la regidn de convergencia.
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a) Si~= co<u< 0, la ecuacion (A22) posee una raiz real positiva 0< x < 1
(que es precisamente la raiz de médulo menor) y un par de raices comple-
jas conjugadas,

b) Si 0< u< u,, (A22) tiene fres soluciones reales (dos positivas y una ne-
gativa) ; la raiz de médulo menor satisface 1 < x < 3/2, mientras que la
de médulo mayor es < - 3;

c) Si 4, <4< oo, (A22) posee una raiz real negativa = 3 < x < 0 (que co-
rresponde a la raiz de médulo mayor) y un par de raices complejas con-
jugadas;

d) Si 4= 0, (A22) posee las raices + 1y t o;

) Si u=u, = 4/27, la ecuacién (A22) posee, finalmente, la raiz doble
x=2 = 3/2 y laraiz simple - 3.

[

4
27

En consecuencia, (A22) posee tres raices reales si y sélosi 0g ug

Expresado en términos de la ecuacién
wd=3aw +26 =0, (A21a)

el resultado anterior equivale a decir que (A21a) posee tres raices reales finitas

2
siysélosi 0< s & 1, como es ampliamente conocido en la teoria de ecuaciones.
a3
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APENDICE V

Finalmente, en este apendice se presenta un ejemplo de aplicacién de los
métodos previamente desarrollados a un problema fisico. Se discutird, en términos
elementales, el comportamiento de un oscilador anharménico en régimen forzado y,
en particular, se prestaré atencién al problema de la determinacién de la amplitud
de oscilacién.

Como es sabido, caracteristica especifica del comportamiento de dichos sis-
temas, es la existencia de ine.stobilidades que se manifiestan en forma de discon-
tinvidades mas o menos pronunciadas de la amplitud de oscilacién a ciertas frecuen-
cias de operacion y, ademds, que aun en ausencia de amortiguamiento dicha ampli-
tud es finita, incluso durante la resonancia Los métodos hasta aqui expuestos per-
miten analizar simplemente problemas de esta naturaleza y obtener conclusiones,
incluso cuantitativas, sobre la conducta del sistema.

El sistema no lineal, pero suficientemente simple, que usaremos como ejem-

plo es el caracterizado, en régimen forzado, por la ecuacion diferencial
z + a)(z) z=¢23 = /0 cos wt, (A23)
cuya solucién es, suponiendo ¢ suficientemente pequefia,
Z = a cos wt -
y en donde la amplitud a de la fundamental satisface la ecuacién’)

3eat+ (W -wl)atf = 0. (A24)
y .

*Por brevedad, a @ le llamaremos simplemente"amplitud de oscilacion" .
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Nos interesa en este caso investigar la dependencia de la amplitud de osci-
lacidn respecto de la frecuencia y determinar las condiciones de estabilidad de ope-
racién; en otras palabras, deberemos investigar las raices de (A24).

De acuerdo a los apéndices Il y IV, es conveniente reducir (A24) a su forma

normal
uxl-x+1=0 (A 24a)
mediante el cambio de variable .
a- o x . (A25)
(%)
) ;Z’
Se tiene en este caso
3
u = —1_3 ’
(] . &2) (A26)
2
@
con
3 .,
w=1a, a1« 2.7 (A27)

En la figura A2 se muestra 4 dada por (A26) para el caso ¢ > 0 (Gnico que analiza-
remos aqui) y 8 < mds adelante se analiza el caso 4 > u0)e El semiplano
derecho puede dividirse en tres regiones, en las cuales, segin los resuitados del

Apéndice IV, se tiene:

Regiénl : (ulg u<u)). Laec, (A24a) posee dos raices positivas

y una negativa;
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Regién Il : (uo< u< * oo')s (A24a) posee una raiz real negativa y
un par complejo conjugado;
Regién Ill: (032 43~ o). (A24a) posee unaraizreal 0<xg< 1y

un por de raices complejas conjugadas,

En la figura A3 se muestran las raices de (A24a) como funcién de u y en la
figura A4 los correspondientes valores de a, segin (A25), como funcién de .

De lo anterior se deduce de inmediato que la region 1 es lo Onica en donde
puede presentarse inestabilidad de la amplitud, ya que solo en ella a puede poseer
varios valores reales. La frecuencia w, que separa la regién de inestabilidad de

la region de estabilidad (fig. A2) puede ser obtenida de (A248) haciendo

4
=8, =
o 27

“a _ 1-%,1. (A28)

La forma en que la inestabilidad se manifiesta depende de las condiciones
de operacién del sistema. Como ejemblo, analicemos el comportamiento del osci-
lador cuando la frecuencia de lo fuerza externa se incrementa lentamente a partir de

*
cero ).
De acuerdo a las figs. A2 =4, confarme w va desde cero hasta y;, u pa-

sa continuamente de 4 a u, (es decir, de Q" a Q)y ase incrementa de

0= 0 LY 2L aa; - 1 a,, sise supone que el oscilador, pese a la ines-
w? 2 A
@
0 V]

tabilidad, mantiene su operacion sobre la PIRP. Sin embargo, un ulterior incremen-
2 - +

to de la frecuencia de operacién de w3 = wy = ¢, hasta (o; =awgte e~ 0)

conduce @ & mas alla de u, (fig. A2), lo que obliga al punto de operacién a saltar

bruscamente de Jo rama principol o la accesoria (de Q o 0°) y la amplitud de osci-

* O
Debido al método de aproximaciones usado en la solucién de (A23), el andlisis del com-
portamiento del < istema puede perder validez o frecuencias extremadamente bajos.
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lacién pasa discontinuamente de a; = L
A o

+ . . .r
aa;=- 2 4 .es decir, la oscilacién,
A
duplica su amplitud e invierte simultdneamente su fase cuando se cruza la frecuen-
Cia wy = w, 1= %A . Por lo tanto, el salto brusco de la amplitud se realiza a

mds tardar en dicha frecuencia wge

No es dificil convencerse que incrementos ulteriores de la frecuencia de
operacién no producen en nuestro ejemplo ninguna nueva discontinuvidad de la am-
plitud (aunque sea sdlo porque se opera ya en la regién estable). Es, asimismo,
facil demostrar que para o = W, €S decir, en resonancia, se tiene

3
a ::'-/_2-
A

ares

a
0

3
a, (este resultado permite definir Q = = ¥2 A™Y) yque

res

2
©
PAra w>> wo y Bygimp = = (a)_o) a, (ver fig. Ad).

Si, por el contrario, el oscilador es for: udo a operar con frecuencias lenta-
mente decrecientes, su comportamiento puede ser diferente al alcanzarse la regién
de inestabilidad. En efecto, de la fig. A3 es evidente que el punto de operacién,
que se desplaza sobre la rama accesoria si w < w, podria pasar sin discontinui-
dad alguna en x (y, en consecuencia, en @) de laregién Il a la . Sieste fuerael
caso, se alcanzaria un punto de operacién altamente inestable, con amplitud
a-= x(; a,,en donde ’xo'| puede ser varias veces mayor que la unidad (fig. A3) .
Estd claro que en condiciones reales, normalmente se produciria una transicion
brusca de la rama accesoria a la principal en algin punto de la regidn I, reducién-
dose drésticamente la amplitud de la oscilacién (con la consiguiente inversién de
la fose).

En el caso que fuera 4 > u, no existiria la regién I, pues para toda o la
ec. (A24a) poseeria solo una raiz real; con ello desapareceria la regién de inesta-
bilidad. Por lo tanto, la condicién de estabilidad de la amplitud a cualguier fre-

cuencio se puede escribir como u >u,es decir, segin (A27), Yads 24_ , lo
2 7

que equivale a

(A29)

o\
\v4
ol &

5
%8,



En otras palabras, dados fos parémetros del sistema, la aparicién o no de
inestabilidad a cualquier frecuencia depende de la magnitud de la fuerza externa

aplicada,
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