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Se presenta una tabulación e'l fórm'llas alg£'braicas cerradas de la totalidad

de los coeficientes de Wigner del grupo SU] correspondi£'nt£'s al producto directo

de dos representaciones etiquetadas por las particiones (h'. h'»), (h". h") con
1 2 1 2

h' Y h' arbitrarias pero hit = 2 Y h" = 1. En el caso más general se obtienen 64
1 2 1 2

coeficientes que se caractnizan en la tabulación pOI índices h y q correspondien-

tes al grupo SU y su suhgrupoSU. Los coeficientes tabulados ('stán normaliza-, 2

dos y siguen la convención de fase de Riedenharn.

Sí' esboza ('1 procedimiento empleado en el cálculo que í'stá basado en el

concepto de coeficiente auxiliar de Wigner. E 1empleo de los coefici£'ntes auxi •.

•Traba ¡o OU$ pie iod o por lo Comls ión No e lona 1de Energ ío Nuc leor (Méx ie o)
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liares r/e "'ign('r pf'rmite asimismo manejar adecuar/amerIte el problema de la no sim-

plf' rf'ducibilidad qt~f' ya f'stá prf'sente C"fIestC" caso.

AJJSTR •.1cr

In the /"'es('nt paper Wigfl('r coe/licients lar thf' group SU) arf' tabuloted in

c/osed algr'braie Ir)fm. Thesr' eoel/ic ir'uts Cflrespond to thf' dirf'ct product o/ 17.1'0

r('presf'rltatious labe/f'd b)' the partitúms (h'. h') aud (h". h") rdth arbitrar)' h'
I 2 1 2 I

olld h' , hut hR = 2 ond h" = l. J,I thf' most f,C"neral cose, (me ohtains 64 c(j('/-
2 I 2

/icients, labeled ifl thC" tobul¡¡tirm by irulias h aud q c()frl'sp(mdinf. to the group

SU) arId its suhgroupSU2 rl'sP<'ctit'l'ly. ThC" cot'//iciC"flt .•• h('re a-l'st'ntC"darr mlmal-

izl'd and /01/011' lJiC"der¡harrl's phasl' com'eutúm.

The method o/ ca!culati()fl. basrd (m the COllCf'pt 01 the auxiliar Wicrlf>r

coel/icif'rlt, is outlinr'd. rhe use ni thl' auxiliary Wigrll'r cot'/Iieients l'nabll's OUl'

to handle proper!, ..•.thl' prnhll'm ni tifm •.••impll' rl'ducihilit)' u,hieh apP<'ars in orle o/

the cases hf'rl' c01Jsiderl'd.

INTRODUCCION

Recientemente han sido obtenidos reglas generales de recurrencia poro los

coeficientes de Wigner de grupos unitarios, yen particular paro el grupo SU) en

uno publicación o 10 que nos referimos como l. Estos resultados permiten el

cólculo numérico de cualquiera de los coeficientes mencionados por un proceso

iterativo. Sin embargo, dado la importancia especial de los coeficientes que

aparecen en el producto directo

h
I

¡,
2

h
J

(1 )

tonto en Físico Nuclear como en la teoría de Partículas Elementales, hemos esti-
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modo conveniente calcular y tabular la totalidad de los coeficientes que aparecen

en este caso bajo formo de expresiones algebraicas cerradas. Los coeficientes

discutidos en I son los coeficientes auxiliares de Wigner, que enel caso que nos

ocupa difieren sólo en una constante de los coeficientes ordinarios salvo en los

casos correspondientes en dos de los ocho términos que aparecen en el miembro

derecho de (1); esta excepción se debe ¡x-ecisamente a que el problema de la no

simple reducibilidad se presenta en este caso, pero como se indicó en 1, esto si.

tuación puede manejarse adecuadamente por medio de los coeficientes auxiliares

de Wigner.

En el ¡x-esente trabajo emplearemos lo notación y los convenciones introdu-

cidos en l.

En el cos o más genera 1, la suma que a ¡:xJrece en e I segundo miembro de (l)

contiene ocho términos según las posibilidades de (h , h , h,) que en nuestra ta-
I 2

bulación numeraremos de I a VIII en el orden siguiente:

•
(h'+2,h'+10)
1 -2 '

(h' + 1 h' + 1
1 ' -2 '

(h' + 1 h' 2
1 ' 2'

(h' + 1, h' + 1, 1)
I 2 2

en que hemos usado los índices 1 y 2 en los dos últimos términos para distinguir

la representación que aparece repetida. Los valores compatibles de q"y g" aso.
1 2

ciados o la representación hU == 2 h"::o 1 h" =- O que nos ocupa son q" _ 2 1 y
1 2 3 ' 1 - ,

q;'::o 1, O y si suponemos q/ y q2' dadas obtenemos ocho posibles combinaciones

((, q; )(q, ' 1, ) :

•
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(2, a)(q; +2, q;); (2, a)(q' tI, q' t 1);, ,

(2, l)(q; +2, q; + 1); (2, l)(q; +l,q; +2)
(2)

Obtenemos así un total de Bx 8 = 64 coefkientes cuyas fórmulas algebrai-

cos tabulamos en el presente trabajo.

2. METODO EMPLEADO EN EL CALCULO DE LOS COEFICIENTES

E I coeficiente de Wigner puede escribirse como un producto escolar en una

formo oná lego o lo que aparece en 1, ecuación (3.5); para e I coso que nos ocupo:

h' h' a 2 a h, h h, , , ,
, ,

q; q;' q,ql q, q, " " ", , ,
r' " rr
1 , l

h' h' a 2 h h h h h h a

1l , , 1 , ,
o p+ q;

, pi-, q;' l' ql " "mo, q, m'"
q, l , ",

r r " r h' h', l , l ,
h',

(3 )

son de lo forml k\ +l\ ., 3" en que A es
u u u,_ ~,;"".'o,'''{ ,; ,;/)

uno constante de normalización. A partir de los polinomios de móximo peso que

son bases DOra representaciones irreducibles de SlI) ~, aplicando operadores de

descensoJ es sencillo obtener lo identificación de los volores de jJ., j.1' y ¡.l" co-

rrespondientes a los valores de q", q" y r" así como lo constante A. en codo coso.
l , l

El resultado es:
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Pm;,r 1 /) 1 4 43
~ -- "'3 "'13

/3

e 0) 1 4 43
Pmin 12

~3 Ó.12

Pm;,f 2 ° 0) 1 4 43

!3
L\ ~13

2r 1 0) 1 4 43

Pm in 2 1 -_- L\ A12 (4)

2 13

Los posibles valores de u¡ u
2
y u

J
estón limitados por los desigualdades

de Weyl

correspondiendo entonces dos coeficientes auxiliares poro codo uno de los cosos

1 a VI y tres poro lo re~esentoción que aparece repetido, que nosotros hemos nu-

merado con VII y VIII. En la primero alternativo, es decir,paro los cosos de 1 a

VI, estos coeficientes resulton proporcionales, lo constante de proporcionalidad

dependiendo sólo de los valores de h y poro los dos cosos VII y VIII se obtienen

tres coeficientes auxiliares de los cuoles dos son linealmente independientes.
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El coeficiente auxiliar de Wigner queda dado por

2 O h h hI , ,

q; q; q¡ q2 " " " ), , ,
," ,
1 1

e
h h h h O h hh h h h O, , , I , , 1 2 , , , ,

• - - -
ql q2 " ", ", ,\~ ql q, U U U X, I , ,
, h' h' , h' h'
1 , 2 , 1 2

h' h'
1 I

('ih h h ~~ O ~' h' O, , I
, ,

u ",' , ,
q; h' h' Oq, u u q,

I , P.l jJ..2
, ,

, h' h' , h' h'
1 , , 1 I 2

h' h', 1

. "Ya qlJe los elementos de motriz de '\, y ¿\ han sido obtenidos explíci •

.- jJ..l ~

tamente en 1, lo fórmula anterior nos do directamente los coeficientes de Wigner

auxiliares en este coso. Como es bien sabido el coeficiente completo de Wigner

de SU] contiene como factor 01 coeficiente de Wigner de SU2:

h h hI , ,O2

", ),
I

h h h1 2 ,O2

,"
1
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En nuestro presente tabulación hemos eliminado el coeficiente de Wigner

Lo proporc iona I¡dad de los coefic ientes res pecto de los dos va lores pos i-

bIes en codo caso de u u u paro los cosos lo VI hoce innecesario tabularlos
1 , 3

para los diversos valores de u u u y lo constante que depende de los valores, , 3

de h¡ se obtuvo por normalización en cado caso.

Como se ha menc ionado anteriormente, para los casos VII y VIII, de acuer-

do con los valores posibles de u u u , existen 3 coeficientes auxiliares de los
, 2 3

cuales podemos obtener dos Combinaciones linealmente independientes_ Existe

pues cierto grado de arbitrariedad al escoger combinaciones lineales particulares

de ellas.

El criterio seguido aquí fue el de escoger dichas combinaciones en tal for-

mOque los coeficientes obtenidos sean proporcionales o los elementos de motriz

de los generadores C¡ del grup04 paro el caso VII y de sus formas cuadróticas
~ m ;
;; C¡ Cm poro el coso VIII. Lo relación que existe entre los 3 coeficientes au-

xiliares y los 2 coeficientes calculados o partir de los generadores del grupo es

lo siguiente: t h' O
2 O h' + 1 h' + 1 a), , , 1 ,

¿
gO" qI

1
Q2' 9; 9; ;

u 1.1
2
1.13 9, 9,a = 1 ' 1

(h' h' O 2 O h' + 1 h2' + 1

" " ..)1 , 1

ql' q'1.' q;' q;' 9, 9,

Los g que aparecen en esto ecuación dependen sólo de los h/ y sus volores son:

- %
-E(h'+l) '[(h'+2)a+(h'+h'+3)a-1]

2 1 1 2

95



g "1;"1 \ .•. 1 O

g ". h'
1; I 2

g2,¡"+lh'O
I 2

g "2' ¡, h .• 1 O, l 2

g "2' lo h, 1 2

I'(h
l
' +2)'1 [(h' + h' +3) b - (h' +1) b'

11
1 2 2

F(h' - h' + 1)'1 [ (h' + 2) ab + (h' + ¡) a • l b -11
. 1 2 1 2

_ F(h' +2)'1 (b _ b.l)
1

.,
F(h/ - ;'2' 11) 1 (ah + a-I h-I) •

En los fórmulas anteriores 1;'y [: son los constantes de norma [ización paro

los casos VII y VIII, que aparecen en lo tabulación de dichos casos; a y b estón

dados por

a=

,
[

(h/ + 3 )(1); + 2) ]'

(1)')(I>'-h'+2)
2 1 2

b =
(h' - h')(h' + 1)

[
1 2 1 ]

(h: +3)(h; +2)

El autor deseo agradecer 01 Dr. Marcos Moshinsky sus veliosas indicacio.

nes que hicieron posible la realización del presente trabajo.
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TABULACION DE COEFICIENTES

I

(" " O
2 1 O

I
h; + 2 h; + 1

O). , ;, , ,; ,; '. "'11 q~

,; ,; " "- \
q' + I ,; [Ib'.'+ ')(,'.,'. 21lb' ." 3)(".,'. 1)(,'. 21]1 O + 1 1 I ~ 1 ~ 2 ~ I, (h/ - h~j+ 1) (1ft + 2) (h1' + 3)(h~¡+ 1) ('1/ - ,,~' + 2)

]
\

, [ (" • ,. 11(,' • ,'. 2)(" .,' 2)(, • ,')(,'. 1)
1 O ,;+ 1 . 1 1 1 I I 2 I 2 ~'. (h;-h;+ 1)(h,'+2){h;"'3)(h;+ 1)(q¡'-q;)

[3 (,;. 2)(,;. 1)('; .,;. 1)(';. ,;. 21]
\

1 I q:1- 1 " •.•. 1 •, 2(h'.h'1-l)W"'2)(h'+3)(h' .•. 1)
1 ~ , 1 ~

[Ib'.'" 2)(".,' 3)(".""1(".,. 1)('" 2)(,' 31]
\

í O q' .•. 2 , • 1~ 1 ~ I ~ ~ ~ J 1

• " (h/ - h;:! 1) (ha'1- 2) (h.'''' 3) (h2'''' 1) (q/ - q~¡.•.2) (,,;-- q/'" 3)

[(".,.. 11(,'.,'2)('" 2)("'1)(2".,.,')' ]
\

2 O q; 1- 1 '2..•. 1- 1 I I ~ J ~ ~ I ~

2 (h' - h •.•. l)(h ' .•. 2) (b ' .•.3)(h' + 1)(,,'. q')(q' • " •.•. 2)
¡ 2 I I ~ I ~ 1 ~

]
\

2 O '.
,

q~'+ 2 . [(';.,;. 1)(';. ,;+21!<;. ,;)(,;.,;)(,;. 1)(,;' 2)
{h'. h'''' 1 )(b'''' 2) (h'''' 3)(h'''' l)(q' - q')(q'. q'. 1)

I 1 I 1 ~ I ~ I ~

• [(';.';'2)(';.';'1)(';'31(';'2)(';"1 ]
\

2 1 '1 •.•. 2 '1' + 1• , (b' • h ¡ + l)(b ¡ 1- 2) (h' .•. 3) (b r 1- l)(q , - q , .•.2)
I 2 I I ~ I 2

+ [(';.';")(';.';1(':+211';")(';'21 ] \
2 1 q' + 1 .,,'1- 2• , (h ' -h ¡ 1- 1) (b •.•. 2)(b ' 1- 3)(h' + 1)('1 ¡ - '1')

I ~ I ¡ ~ 1 ~



11

(h' h' O 2 1 O

I
h' t 2 " ,:), , , ,,q; 9

2
' ': ,; "

': q~' " "

1 O q/ t 1 ,,o _ [ (': - ,,o' 2)(,;)(,: - ',o' 1)(': - ':' 1)(': - ,,o' 3) r("hl _ h I + 1) (h' _ h' + 2) (h' + 2)(b' t 1)('1 I - q' t 2)
1 2 l:¡ l 2 l:¡

_ [(':":")(h:":'2)(':-';")(';-';)(':'1}1 \
1 O ': q;+ 1

(h' - h ¡ + l)(h ' - h ¡ t 2)(h ¡ + 2)(h ¡ t 1)('1 I - q')
I 2 1 2 I 2 1 2

+ [3(h,'-'1;+ 1)(h;-q;+2)(q;-b2't 1)(h2'~q;) ] \
1 1 '1/+ 1 q;t 1

2{b'-h'+ 1)(h'.h'+2)(h'+2)(h'+ 1)
1 2 I 2 I 2

/,

2 O ql't 2 ,,o - [(':-';")(h:-';'3)(';)(':-';'1}(':-h;'2)(':") ]
(h • h' t' 1) (h' _ h' + 2) (h' + 2)(h' t l)(q' - q' .•.2) (q' - q' t 3)
I 2 1 2 1 2 1 1 1 2

[(h:-':' l)(,:-,;,,)(,:-h;' l)(h;-,;)(,:, ';"1' ] \
2 O q/ t 1 q'+ 1 -, 2(h' - h' + 1) (h' - h't 2)("'+ 2)(h'+ 1)('1' - q')(q' - q' t 2)

l 2 1 2 1 2 I 1 I 2

[ (':' ':' 1)(': - ':' 2)(h;. ,,o- 1)(h;- ,,o) (,:, 1)(,; , 1) ]
\

2 O ': q; + 2 - (b' - hit 1)(h' - h't 2)W+ 2)(h' + 1)(q' - q')(q' - q'-1)
1 2 1 2 I 2 1 2 l 1

[ (h:. ,,o' 2}(q:' ',o' 1)(,: - ',o' 2)('; - ,;)(,:, 2) ] \
2 1 '1,'+ 2 q;t 1 ,

(h'-h't l)(h'.b'+2)(h'+2){h't 1)('1'-'1'+2)
1 2 1 2 I 2 1 2

[ (': _ ':' 1)(,: - ',o' 1}(',0-,;)('; -,,o -1}(,,0' 1)] \
2 1 q' t I q' t 2 ,, , (b' - h ' + l)(h i _ b' t 2){h i + 2)(h i t 1) ('1 ¡ _ q i)

I 2 1 2 l 2 I 2
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••

[" , , , "](! b .• ,b)(t .•.•f)( 1 .¡.! 9)( t .•.«'1)( 1 .•.«q •• «9')
l .•.,tb l .•.,ti 1 Zt t I t I t t +

l (Z+,b){l+,h)(Z+,b)(,q-,b)(t +,h-,'i'),

[ ". ' , , ,,](Z ""b .• « Hz +,9)(1 .•.,q) (Z +,'1)( L +.lf" ,.,)
L +,tb Z .•. ,lb , Zt 1 I lit t ••

1 (t +,b){£:+,b)(Z-+,b)(,b_,q)(1 "'Ib-,"),

[ 1,',- :'Hl- :'- :'HZ':'HI .:,HZ.:,H'. :, - :'1] Z + ,tb :' O Zt t t 1 t T t 1 I 1 •~ (Z .•.•b)( t .¡. • b)( ,If ••• b)( 1 ••• q ..• b)( I .•.,b ••• q)( I .•.•b ••• ")

[" " , , , ,,](,b-,b)(Z.,b-,b)(Z+,fHl+.,q}(Z+.IfHt +.'l-,lflZ _
I.•.,ti 1 .•. ,lb O Z

t t(Z+.tb-,'b_,'r¡(J(1 +,tb)(l+,lb){5,_.lb)(1 .,'''-,'.),

[ " " , , , "J(( ••• ! b •• I b)(Z .•., b ••• b)( z: .•. «q)( t .•.• '1Hz .¡., q)( l .•.« q •• I q) :' l •.•lb O ZI (e .•.,'b)(l .•.,lb)(l .•.,lb •• ,'q)( 1 .•. ,lb •• ,'.,)( ,lb •• ,lqHZ .•. ,lb •• ,'rlJ -,

[ , , , "](Z+,'i')(L +,'1)(Z+,'i')(1 +,Q-,9)"
l .•.,tb I .•.,lb 1 ,

U:+.1b)«( +,tb)(,',,_,lb)(l .•.}h-5,)( +,
[ 1,"-:'IIZ':'H":'I(Z':'HI':'-:')] l t ,lb :' O 1t t I t l t t I 1 -(\ +,b)(,'l-,b)(L-,'f-,b)(1 +,b",qJ(¡ .•.,b-.,O

\

[ IZ':'-:'HZ':'III':'HZ':'HI':'-:'I] ." L .•. ,lb O 1(Z •.• 1j)(,ti _,Ij)( I + ,tb _ ,t,,)(z .• ,ti _ ,["HZ .• ,tb • ,1.,) .•
\

" " ." ."

(" " I
." ." " ,,)" ., , . "o z .• ,11 1 .• ,11 O 1 , o ,f .'
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IV

(" " O
2 1 O I ,', 1 " 2)" . , ,

, " ,; ,; '1; "'f¡ '1

,; ,; " "
/1,' t 1 ,,o [ 1" - " 211, - ,', 111,' 1)1,11, • 1) J \1 O • I 1 I 1 I 1 1

(1)/ ~ 1>,'+ 1)(11.'1' 2)(1);)(b,'+ 1)('l¡'. '1,' t 2)

[ 1';-,;' 111,;-,;11,;11,;' 111,;) 1 "1 O " 'l' t 1
t (b'-b't 1){b't2)(b')(b'+ 1)(,'-'1))

I 2 1 1 2 I 1

[31';.';' 111';.';)1';' 1)1,;) ] \
1 1 'l'. 1 q' t 1, , - 2(h'.h'''' 1)(h'+2){b'){b'+ 1)

I 2 1 2 2

2 O q/t 2 ,; [ 1';. ,,o' 2)(,;. ',o' 1)1,;. ',o' 211';- ,;11,;)1'; -1) r- {b'-h'+1)(b'+2)(h')(h'+I)('. '+2)( '. '+3)
I 2 I 2 2 IJ¡ '12 '1 112

[ 1,; - ',o' 1)1';. ,;11,;' III,;)~';. ,;. ,,o' 21' 1 \
2 O .,;t 1 If't 1, - 2{h'.h'.1)1h't2)(b')(h'tl){qi-q')(q'-q'+2)

I 2 I 2 2 I 2 I 2

[ 1"-'" '11".,' '11"-,II,'-,-III,')(q" 1)] \
2 O ,; '12' t 2 _ I I I 2 2 2 2 2 1 I

(h/ - 1>2'+ 1)(1)/+ 2){h/l(h
1
'+ 1)('1: - '12')('1;.112' -1)

[1". '11'-,"1)( '.""2)1". 'II')J \
2 1 q' + 2 ({l' t 1 t 1 '1 111 2 '11 2 2 '1, '1,, (h ¡ _ h i t 1)(1) ' t 2)(1) I)(h i .•. 1)('1 i _ q' + 2)

1 2 I 2 2 1 2

[ 1" - " 111"• ,') lb' - , - 1)1, - ,', '11,' 1)] \
2 1 q' t 1 q/ t 2 t I 2 2 2 2 2 I 2 I, (1)/ - h;'" 1)(1)'' t 2){h;)(h; t 1) (11'/ - l/l')
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V

(" " o
2 , O

I "
h' i' 2 ,:), , , ,

'1.' '12' . ,; ,; "
,; ,; " "

[ (" - ,')(, - ,')(,'- " ,)(,' - ,'. 2)(,') 1 \, o q;+ 1 ,; • I 1 I 2 2 2 2 2 2

(b ¡ • h i + 1) (b' + 2)(h ¡ + 1) (b' - h ¡) (q ¡ • q i + 2) J
1 2 1 2 I 2 1 2

[("-"")('-")("-"-')("')("-"') ] \, O " q' + 1 + I 2 1 2 1 2 I 2 2, , (b/-h,'+ 1)(h/+2)(h,'+ 1)(b.'.h2'){q/-q2')

• [31';-';)(';-';")(';-';)(';-';")] \, , '1; t 1 q;+ 1
2(h'-h'+ 1)(b'+2)(b'+ l)(h'-b')

I 2 1 2 I 2

• [ 1';- ,;)('; -.; -, )('; - ,;. , )('; - ,; .,){,:. 2)(,;) ] \
2 O q/"," 2 ,; (b' - b'-t 1) (h'-t 2)(b' + 1)(b'. h'){q' - qr .•. 2)(q' - qr+ 3)

I 2 1 2 1 2 I 2 1 2

, ]\
2 O (+ 1 q; + 1

<f - q:)(b,~- q;'t I)(q; - bJ')(b,' - '1,'+ 1)(11,' - '1,'+2).

- [ 2("-"")("'2)("")(".")("-")("-''2)1 2 1 • 2 I 2 1 2 I 2

2 O
,

~'+ 2 .[ (h,' - '1,') (h,' - '1,'+ 1) ('1,'- b,'){q,' - h,' - 1 ){q; + 1 )(1l2' + 1) r" (b: - h;+ l)(h/+ 2)(h,'+ l)(h/ - h,')(q/ -'1,')(t¡/ - '1,'-1)

- [ (,;-,:)(,;-,:-,)(,;-,;<,)(,;-,;'1)1':'2) ] \
2 , ~'.,'1;+ 1 (h' _ h' -t 1) (h i + 2)(h i + 1) (h' _ h i )(q' - q' + 2)

1 2 I 2 I 2 I 2

.[ (h; - '1;)(9,' - h;l (b; -q;)(h; - q; + l)(q; + 1)

J
\2 , q; i' 1 'l' -t 2,

(b'.h'+ 1)(b •.•. 2){h'+ l){b'.h')(q'.q')
I 2 I ."2 I 2 I 2

'O,



lOl

[ " " , , ,](,10.,")(1 +,'I'-,f)(l +,f)((,.+,")(( +,9") l .•.•;, l .•.}b I l(( .•. ,'b)(,lz, • ,lfH 1 .•.,lb _ ,'q)( ,lb _ ,Iq)( ,1b _ ,'11) +
\

[ " " , , ,](l .•.•b - •b)( l .•.•q - ! 9')( I .•.•'l)(l + • f)( 1 .•.•q)
1 + ,?' l'" ,lb I l

(,lb)(t •• lb _ :")(l • ,rq _ :")(1- ,'11_ ,''I'H,'b- /,) .•.
\

["""" ,]ti - ,b • ,b){, b - • b)( I .•.,'i •• '1)( 1 .¡., '1Hz .•.•f)( 1 .•., f) l ••lb " O llIt l l I l 1 t t .¡.
I (1 +,b)(,b)(,b-,'lH,'l'-,b)(I+.b-.IfH,"-,q),
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