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RESUMEN

Se obtiene la solucidn explicita de la ecuacion diferencial del grupo de
Loreniz, baciendo uso de la teoria de lensores antisimétricos de segundo orden
en el espaciode Minkowski; con aplicaciones para la transformacion de [.orentz,

y para el movimiento de una carga en cualguier campo electromagnético constante,

ABSTRACT

The explicit solution for the differential equation of the Lorentz group is

derived using the second order skew-symmeltric tensors theory in Minkows ki's
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space. This solution is applied in the Lorent’z trans formation and in the motion

of charges with any constant electromagnetic field.

INTRODUCCION

Son bien conocidas en relatividad la elegancia y simplicidad de las expre-
siones y los calculos cuando se hace uso de la notacion tensorial.

Sin embargo, la falta de informacion sobre las propiedades algebraicas y
analiticas de los tensores ha conducido al tratamiento no-tensorial de numerosos
problemas relativistas.,

Con el desarrollo “semisecular” de la relatividad, se ha alcanzado un do-
minio cada vez més amplio del algebra tensorial lo cual nos permite ahora, no solo
obtener de nuevo los resultados en forma mds elegante, sino también dar nueva in-
formacion sobre aspectos no muy conocidos, de temas que son de dominio comun
en la fisica contemporanea.

Como un ejemplo, en este trabajo se analizan los tensores antisimétricos
de segundo orden y se utilizan sus propiedades para integrar la ecuacion diferen-
cial del grupo de Lorentz. La analogia entre esta ecuacién diferencial y la ecua-
cién de movimiento de una carga en el campo electromagnético constante, sugiere

también la solucién a este otro problema.

1. TENSORES ANTISIME TRICOS DEL ESPACIO DE MINKOWSKI

En este trabajo tomaremos la métrica

1 si a=p8=0

1,2,3 (1.1)

M o= -1 si a=p

0 si axp

y se va a emplear el tensor unitario, completamente antisimétrico de Levi-Civita
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que definimos como

1 si a,B,u,v es permutacién parde 0,1,2,3
€aBuy = -1 si a,B3,u,v es permutacién non de 0,1,2,3
0 en los otros casos.,

(1.2)

Subiremos y bajaremos indices haciendo uso del tensor métrico (1.1); en particular

tendre mos
ﬂ-,ﬁ MV — 3
E = £ A (I b )

Se conocen las propiedades del tensor de Levi-Civita

agyy = a a a
€ € huy = 8, 85 5Ju
8 B B
BK 87\ 5# (1.4)
b A ¥
SK &y SM
b 4
a a
Eaﬁ'wex?\,uu ==2 5K 5?\
(1.5)
B B
SK 57\

donde 55 es la delta de Kronecker.

Introduzcamos ahora algin tensor, real, antisimétrico, de segundo orden F g

Fog == Fg, (1.6)
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El tensor dual al tensor F_, se define por

B

. F¥_ s (1.7)

El cual tiene la propiedad caracteristica (que se puede deducir de (1.5)).

p oo (1.8)

€uvap

sl
I 5

El tensor antisimétrico F, , determina en general dos invariantes
k&

F Fg’g: 2H cos U

ag
* a3

Fc.,B F"=2H sen ¢ (1.9)
H> 0 0 6 < 27

Esto permite la clasificacion: F. . es nulo o no-nulo de acuerdo a que H sea igual

o diferente de cero, respectivamente.
Se observa en las definiciones (1.9) que / no estd bien definido cuando

F__ sea nulo.
af
En el caso no-nulo asociaremos a Faﬁ el tensor antisimétrico.

1 0 o g *
4= (sen 5 E q=cos 5 Foz)

(1.10)

El tensor F.z puede expresarse como una combinacién lineal del tensor (1.10) y

de su dual como sigue
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B = VH (sen 29(051.3'* cos gw:ﬁ) (1.11)

El tensor @, tiene algunas propiedades interesantes que se dan a continuacién.

El tensor fue normalizado como
w W ==? (1.12)
La cual implica por (1.5) que

9

@ w”-w:ﬁm*ﬂu 5 (1.13)
Otra consecuencia de la definicion de @, 5 €s
wriw™ = 0 (1.14)
La cual por (1.6) nos da la importante propiedad
cu;'ﬁwm= 0 (1.15)

De las ecuaciones (1.13) y (1.15) escribimos ahora otras propiedades del tensor
“,p due emplearemos en la siguiente seccién para determinar cualquier potencia

entera de un tensor antisimétrico arbitrario no nulo. Estas propiedades son

wBa Pw VY aw?
a B is a

(1.16)

W Bt w*V = eV
a B 7 a
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Las ecuaciones (1.13) y (1.16) muestran que A u)BV y —w;’ﬁ ;u:;" son operado-
res de proyeccion. Y se encuentra que corresponden a una separacion del espacio
de Minkowski en el producto directo de un par de 2 - planos de géneros tiempo y
espacio respectivamente.

Para el caso nulo se tiene la propiedad
FPpEp¥. (117)
a “ B o

Esta relacion sera suficienie para obtener cualquier potencia entera del tensor
nulo AP
La clasificacién precedente de tensores antisimétricos puede mostrarse

equivalente al analisis de Synge! el cual fue desarrollado en términos de eigen-

vectores del tensor F Las conclusiones a las cuales hemos llegado al hacer

B8°
uso de las propiedades del tensor de Levi-Civita, pueden obtenerse también si se
emplea el formalismo de Synge. Nuestro método nos parece contar con la ventaja

de la determinacién completa del tensor @ E inclusive el conocimiento de @5

af *

proporciona una técnica para obtener los eigenvectores de B
f

2. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

En esta seccion se haré la integracion de la transformacion de Lorentz

infinitesimal
X2 (80 + FPuds)x? (2.1)

donde ds es una cantidad infinitesimal y F,, es cualquier tensor antisimétrico

B
constante.
La ecuacion diferencial para la transformacién de Lorentz, asociada a la

transformacién infinitesimal (2.1) esta dada por
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B
i

4

T (s) 2.2)

B ¥
La (S): Fa L

Esta ecuacion se integra facilmente. Aqui tomaremos en cuenta sélo el grupo

propio de Lorentz, dando la condicién inicial

A
LPs)=8 (s=10) 2.3)

Se tiene entonces
LP(s) = exp(sE,*) (2.4)

donde la exponencial estd definida por su desarrollo en serie de potencias.

El caso nulo para F_ . se suma frivialmente debido a la propiedad (1.17)

B
y nos da

B
LA =8, terPr s nYpf (2.5)

En el caso no-nulo podemos suponer sin perder en generalidad

H=1 (2.6)
Descomponemos entonces el tensor antisimétrico FaB comoen (1.11)
. a 8  x
Iaga: (senfwaﬁ+cos 5&)&5) (2:7)

Y es facil ahora sumar la serie (2.4) si tomamos en cuenta las propiedades del

tensor w__ . El resultado se expresa como sigue

afB
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Laﬁ(s) = way wyﬁ cosh (s sen 20 )

-a):'ym;'a cos (s cos g) + a)aﬁ senh (s sen ZE)
+ w:_’s sen (s cos g) (2.8)

Esta expresion para la matriz de Lorentz es similar a la expresién que ob-
tuvo Bazarski® con el método de efectuar la transformacion de Lorentz de una té-
trada nula de vectores.

Nuestra expresion (2.8) corresponde a la férmula de Bazanski en su nota 7,

si se hacen las substituciones

@=s5 sen g Y _s cos (2.9)

N

Aparte de la correccién de un error de imprenta, nuestra férmula (2.8) nos
da la nueva informacién de las ecuaciones (2.9). Estoes una consecuencia de
hacer la suma explicita de la serie (2.4). Este nuevo conocimiento se va a em-
plear en la seccién 4 para deducir las trayectorias de particulas cargadas que se
mueven en un campo e lectromagnético constante.

Bazanski’ obtuvo también una expresion similar a la de nuestra ecuacion
(2.5) para el caso nulo. La cual debe corregirse afiadiendo un facter 1 como
aparece en nuestra ecuacion.

Es interesante observar también que la matriz de Lorentz (2.8) se factoriza

en dos transformaciones de Lorentz que conmutan entre si

LA6s) = M7(IN B () = N ()M P ls) (2.10)
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donde

Maﬁ(s) =w T A cosh (s sen 2@)

+w B senh (s sen 29) +

B
+ (3, -maywy’s) (2.11)
Y
Naﬁ(s) - Yw* B cos (s cos g) +
+ WP 9y '+ BB+ = At B 12
w_ " sen(s cos .2_) (8, +w w, ) (2.12)

3. TRANSFORMACION DE LORENTZ EN ESPACIOS ESPINORIALES.

La representacion de Lorentz en espacios de espinores se asocia ahora
con la representacién precedente.

Esto se obtuvo relacionando la transformacién de Lorentz infinitesimal en
diferentes espacios e integrando las ecuaciones diferenciales correspond ientes.

En el espacio de espinores asociado a la ecuacién de Dirac, la transforma-

cién de Lorentz infinitesimal estd determinada por la matriz>
1 a_ B
+
I 4_Faﬁ)f = ds (3.1)

donde I es la matriz unidad (4x4) y v* son una representacién para las cuatro ma-

trices de Dirac que satisfacen
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;—(Va'yﬁ +yBy®) o InB (3.2)

La integracién de la expresién (3.1), en el caso nulo para F, g nos da simplemente

Lisie I23F

2 vy’ (3.3)

Mientras que en el caso no-nulo del tensor Fa,s , la transformacién finita

de Lorentz que corresponde a (3.1) esta dada por

& 7*¥” cos (% cos .é_)) senh (.;_ sen 22)

L(s ) = o

N —

+ «;u:'w v# 5" sen (“21 cos 'QQ) cosh (% sen %9_) +

M]-—-

+1 cos (;_ cos _2‘?_) cosh (£ sen 22)

2

s

- %% sen (5 cos ZE) senh (_;_ sen E) (3.4)

2

donde ')/5 es como de costumbre
fyS = /0 'yl },2 .)/3 (3.5)
La factorizacion (2.10) esta representada ahora por

L(s) = M(s) N(s) = N(s) M(s) {3.6)

242



con las definiciones

M(s) = I cosh {;_ sen ;) + :]T-;L:M3 ¥*y# senh (% sen 219)
y (3.7)
N(s) = I cos (£ cos ;) +;_ ‘]:57 ¥" sen (;_ cos g)

Otra representacién frecuente del grupo de Lorentz es la formada por el con-

i 2 2 - s 4
junto de matrices complejas de segundo orden con determinante igual @ uno.
En esta representacién, la transformacién infinitesimal estd dada por la ma-

triz
:+ds;_(E+is)-f? (3.8)
donde los vectores E y B estdn definidos por
E- {Fm' ‘Foz' ch}
(3.9)
¥ B={F32,F13.F21}
El “vector” & tiene por componentes las matrices de Pauli
0 1 0 -4 1 0
1 0", ‘i 0", 0 -1
(3.10)

e | es la matriz unidad (2x2).
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La integracién de (3.8) en el caso nulo nos da la matriz
L(s):[+§.(E+£B)'c—r (3.11)

Mientras que en el caso no-nulo estard determinada por

L(s) = I cos[%_ exp(-fzﬁ)] &

ti(etib) o sen[%exp(-iiﬁ)] (3.12)

donde

LA {wm' ozt woa}
Y (3.13)

b = {w” ’ Cdls' (1)21 }

El miembro derecho de (3.12) == factoriza en las dos matrices conmutati-
vas
M(s) = I cosh (3 sen Q) +(e+ib)+ o senh (I sen £)
2 2 2 2

Y

N(s) = I cos (5 cos 22)+£(e+ib}'5 sen(% cos ;2)

(3.14)

El élgebra de las matrices de Pauli estd en numerosos libros de texto.
Mientras que para obtener la expresion (3.4) utilizamos un formalismo similar al

de Cercigncmi.5
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4. CARGA EN UN CAMPQO ELECTROMAGNETICO CONSTANTE.

Las ecuaciones de movimiento de una carga en un campo electromagnético

constante tienen la forma

2 MU v
mdx_ _ept dx (4.1)
de el Y odr

donde m, e y x*(7) son la masa, la carga y la posicién de la particula. Esta Gltima

es funcién del tiempo propio 7, medido a partir de cierto punto.
¥ (0) = x¥(1) (T=0) (4.2)

y tal que 7 crece en la direccién del futuro.

La ecuacion (4.1) sugiere la solucion

" _ e e )P (4.3)

dT Y “mc

donde 1” es el valor, para 7= 0, de dx/dr y donde Laﬂ(s) es el tensor de trans-
formaciones de Lorentz (2.5) o (2.8).

Para el caso nulo se obtendra

a
a e _ i e a . 2 e S
lﬁﬁ(;T}_SB TEIF gt F_F", (4.4)
mc 2m2C2
Para el caso no nuio se obtiene
Jing (f_@ 7)="sw’ , cosh(T eVH cen 2y
ﬁ mc ¥ 3 mc
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(4.5)

La ecuacién (4.3) se integra inmediatamente con cuatro casos particulares
a saber,

1) H# 0

() o k% (0) + {T5.+72 € F% +
(7) ( P e 3

a

+73 _e pr"’ﬁ}uﬁ (4.6)

- w*ayw*75 } ? (4.7)
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trwt w”  }dP (4.8)

%17 = w o (0) ¥ o TE senh (7 2B gon Yy o +
evH sen 2 e
mc J==
e sen (7 evH cos “_J) 1:*°'y mqu +
evVH cos 2 HiG .
JH
+ o [cosh (v &“H sen @)-1] @yt
eVH sen - L
/11 fa /
S [cos{’r eVH cos ) =1 ]m*;a}uﬂ (4.9)
i mc 2 s

para el caso nulo (4.6), ninguno de los sumandos de esta ecuacién puede

ser cero para todas las componentes a, excepto la posicién inicial x™(0).
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El andlisis geométrico de las soluciones en el caso no-nulo se facilita si

observamos que estan expresadas en la base de vectores

La primera pareja de vectores nunca se anula, pero puede presentarse el

caso en que la segunda pareja sea nula cuando @ 3 satisfaga la ecuacion

0= L (@7 u ¥ - 0B uu®) (4.10)

s}

Esta situacién permite una frayectoria rectilinea con velocidad constante
en el caso 3 descrito por la ecuacion (4.8).
En general, los cuatro vectores no se anulan y son mutuamente ortogonales.

Ademds, para la primera pareja de vectores se tiene la misma magnitud en valor

absoluto y uno de ellos es de género espacio y el otro de género tiempo. La se-
gunda pareja tiene misma magnitud y género espacio. En los tres casos observa-
mos que el movimiento estd compuesto de tres movimientos consistentes en una
trans lacion, una rotacion con ve locidad angular constante y una rotacion imagina-
ria con velocidad angular constante. Se tienen tres posibilidades de combinar en
parejas estos movimientos y la translacién y rotacién imaginaria, pueden existir
sin combinacién, cuando se satisfaga la condicién inicial (4.10).

El andlisis de estos movimientos al proyectarse en un 3-plano de tiempo

constante puede verse por ejemplo en la ref. 6.

DISCUSION

La expresion formal obtenida para la transformacién de Lorentz es andloga
en tres dimensiones a la matriz ortogonal expresada en funcién de la direccion y el

angulo de rotacién. Aungque existe como precedente a esta expresion formal un re-
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sultado de Bazanski, agregamos informacion que permite la solucién general del
problema de una carga en un campo electromagnético constante.

Otros resultados que no hemos encontrado en la literatura son la extension
de los resultados a otras representaciones del grupo de Lorentz, y la factorizacién
de una clase general de transformaciones de Lorentz, en dos transformaciones del

mismo grupo y que conmutan entre si,
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