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Lo determinacIón del estado de esfuerzos elosticos en un cascarón delqado

se puede simplificar considerablemente, en algunos casos, cuando seO permitido

despreciar los esfuerzos no tangentes a la superficie (media) del cascaron.

La teoría aproximada que resulta, se llama teoría de la membrana. Tiene

lo característico de que las ecuaciones de equilibrio hocen pos ible conocer el es-

tado de esfuerzos sin relacion directo al estado de deformación. (La relación es

únicamente a través de los condiciones en los bordes).

En cualquier coso, las soluciones obtenidas dentro de la teoría de la mem-

brana son de mucho utilidad poro el diseño de cascarones. El caso ideal es cuan-

do los esfuerzos resultantes que se obtienen de lo teoría de la membrana permiten

satisfacer las condiciones en los bordes del cascarón. Entonces la teoría de lo

membrana dó una solución completa.

Pero en el caso mós general, lo teoría de lo membrana proporciono todavía

una solución particular aproximada, la cual es ifTIportonte en toda teoría lineal de

cascarones.

La teoría de lo membrana proporciono tres ecuaciones de equilibrio de es-

fuerzas.

l' (el= 1,2)

. ,)
donde f', f son fuerzas externas por unidad de órea y T son los esfuerzos en

el cascarón.

En problemos elósticos de dos dimensiones (esfuerzos planos, teoría de

placas, cascarones), los esfuerzos o resultantes de esfuerzos, se pueden expre-

sar en términos de una función potenc io I (" o Igunos veces 110modo func ión de

AiryJ.
Lo función (; permite reducir en numero, los condiciones de equilibrio que
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debe satisfacer dicha función.

La función potencial G, fué introducida en la teoría de la membrana por

Pücher2,(ver tambip.n-',.l y ~). El cálculo de Pücher se efectuó en sistemas coorde-

nados particulares. Este trabajo ha sido generalizado por Zerna8, (también.H 4).

Zerna ha expresado la ecuación diferencial de Pücher con ayuda del cálculo ten-

sorial, pero como en el trabajo de Pücher, Zerna trota los condiciones de equili-

brio para proyección plana de los esfuerzos. En otras palabras se trabajo con ten-

sores en un espacio plano de dos dimensiones.

Muchas propiedades geométricos se modifican esencialmente 01 hacer una

proyección. Esto suele enmascarar simetrías que pueden ayudar a la solucióndel

problema. Parece por ello adecuado considerar una generalización 01 problema, y

expresar lo ecuación diferencial con notación tenscriaf y un sistema coordenado

arbitrario.

Esto mismo, fué intentado yo pO'" Langhaar9 aunque sus resultados fueron

muy particulares.

En este artículo, hemos querido acompañar esto generalización de utilizar

una notación tensorial sobre lo superficie del cascarón, o otra generalización que

COnsiste en suprimir el requisito impuesto por Zerna8•3 sobre el conocimiento de

una solución particular de los ecuaciones de equilibrio.

Poro el cálculo de esfuerzos en el cascarón vamos a usar un conjunto de

notaciones, definiciones y propiedades geométricos, que tomamos de lo geometría

diferenciall,].

La listo que sigue corresponde a los ~ás importantes.

Supondremos que lo superficie del cascarón estó referido a dos familias de

curvas coordenados 1l.l.(.;. = 1,2). En ese sistema Q-:w será el tensor métrico so-

bre la superfiCie. Los vectores 0;).('1 = 1,2) son vectores tangentes o las líneas

coordenadas y toles que

(1.1)

a es el determinante de la matriz de componentes a~.
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o él. son vectores tangentes a la superficie, tales que

,
a

El tensor

(1.2)

(1.3 )

es el inverso del tensor métrico (1.1). Los tensores (1.1) y (1.3) serÓn usados

pera subir y bojar índices.

9 es el vector unitario perpendicular a lo superficie.

ha/3 es el tensor de la segundo formo fundamental sobre lo superficie.

E0.¡3 es el tensor antisimétricode 10 superficie, caracterizado por

I!
12

(1.4 )

Este tensor tiene derivada covariante nulo, y satisface la ecuación.

(1.5)

Tenemos las propiedades

(1.6)

y

(1.7)

donde rB es el símbolo de Christoffel de la superficie.
ay
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Usaremos los dos invariantes geométricos: la curvatura gaussiana

1,
a (1.8)

y la curvatura medio

11 1

2

,'a ¡,, . (1.9)

1': es el tensor de Riemann de la superficie.1/' /. j'

El tensor \,1 satisface las ecuaciones de Gauss y Codozzi:

1/ ,
1, ),: (1.10)

O (1.11)

gencio nulo, según (l.11).

Se tiene lo propiedad conmutativo paro la derivada covoriante de un esco-

donde la coma denota lo derivado covorionte •
.l/-l ¡.'i¡,

El tensor /:' F h es 1\ veces el inverso del tensor.h
aiJ
, y tiene diver.

i'¡'-

lar (,',

(1.12)

Todo tensor antisimétricoSt.'< satisface lo ecuación:

, ,'1
-(',1' )""2 ", - (l .13)

167



11. FUNCION INVARIANTE DE ESFUERZOS EN LA TEORIA DE LA MEMBRANA

DE CASCARONES.

Esto sección estó dedicado a substituir el sistema de ecuaciones que de.

terminan el equilibrio de membrana de un cascarón por una ecuación diferencial

parcial poro un escolar G. Esta función G sirve como potenciol PJro obtener los

esfuerzos de membrana de I coscorón.

los ecuaciones de equilibrio de esfuerzos de membrana en un coscarón de

densidad de maso uniforme por unidad de área P, suieto a

cida por su peso, están dadas por el sistemas.

,¡,a¡lb _
a¡l_-pg'E

la fuerzo externO produ.

(2.1 )

a¡l
r • JJ (2.2)

a¡l
donde T es el tensor simétrico de esfuerzos de membrana por unidad de longitud

de orco y € es el vector unitario constante en lo dirección vertical en que actúo la

fuerza externa.

E I tensor de esfuerzos de membrana se va o obtener o partir de uno función

potencial por medio de la ecuación,

1 .':t¡.t )3tJ +
___ f: f: G,
9 o € f-ltJ (g • E)'

€ o o)' e
"y (2.3)

Calculamos o partir de esta expresión la divergencia del tensor, ":t¡1' ha.

ciendo uso de las definiciones y propiedades geométricos de la sección loSe

obtiene

Ta,3 __ l __ h a)'oE
• JJ = (g' E)' JJ y
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"" /3v+ 1 H H b E
(g • E)2 ~v

y
a G /3+.Y

"" /3v
E I! b

¡w

9 • E

+ 2
"" I3vH E b

~v
(g • E)'

(2.4)

Usamos ahora la propiedad (1.13) en el tensor ontisimétrico.

/3v
H (b/3 G - b/3 G )i' , lJ~ ~, VI" (2.5)

Esto se substituye en (2.4) y después de un breve cólculo donde se hocen

uso nuevamente de los propiedades geométricos de lo sección I se encuentre

afJ 1
T ./3 = 9 • E

a" • ~v
E b T

~v (2.6)

donde se ha exp-esado el miembro derecho tomando en cuento (2.3).

La ecuación (2.6) puede deducirse del sistema (2.1) y (2.2) • por lo cual

lo ecuación (2.2) es .satisfecha si -r0./3 está dado por (2.3) y si Ta./3 satisface

(2.1) •

En consecuencia el sistema de ecuaciones (2.1) y (2.2) puede 5ubstituirse
afJ

por la ecuación que resulta de introducir lo formo (2.3) para T en (2.1). Se en.

cuentra entonces la ecuación para la función potencial G, a saber,

"'" ;JvI h 1:' E G +
~- ~1 ,¡.1V

21:.
(g • E)' -p (2.7)

Al volver a hacer uso de los propiedades que permiten obtener (2.4) y

(2.6) podemos transformar la ecuación (2.7) a Ja formo mós compacta,
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[
"1' 13" G ].

ba$ E E --'-"-
(g • £)'

,1"
- p (2.8)

En esta ecuación las derivadas cavarientes aporecen en las formas de gro"

diente de un escalar y divergencia de un vector, las cuales son más aptas para el

cé Iculo.
El problema de obtener lo solución del sistema de ecuaciones (2.1) y (2.2)

ha sido cambiado a lo solución de una ecuación diferencial parcial, lineol, de se-

gundo orden, en dos variables ..

e amo ha s id o e oc cntrad o en los tro ba jos, ya e ¡ted os 2 .• 3 .• 4 • S , el

tipo de ecuación diferencial (2.8) y el tipo de la superficie (determinado con el

signo de K) están íntimamente relacionados. Los superficies hiperbólicos, paro.

bélicas y elípticas, don lugar respectivamente a una ecuación hiperbólica, para-

bólico o elíptica.

Por otra parte, la selección del sistema coordenado apropiado, permite re-

duc ir la ecuac ión a la forma norma 1, cons iderada en la teoría de esas ecuac iones 5.

En efecto, lo forma normal paro los tipos hiperbólico y parabólico se en-

cuentran en e I s is tema coordenado de los líneas os intóticos, mientras Que lo for.

rro normol poro el tipo elíptico se encontrará en el sistema de las líneas de curva-

tIXa principol.

La geometría diferencial nos proporciona pues información muy útil en el

estud io de dicha ecuac ión al reduc irnos e I problema matemático a s u ex pres ión

mis simple, cuando hocemos uso de las características geométricos de lo super-

ficie.

La expresión tensorial de lo ecuación permite ademÓs expresarlo fácilmen-

te en un s istemo coordenado arbitrario_
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III. SUPERFICIES MJNIMAS

Los superficies mínimas están caracterizados por lo ¡yo piedad de que el

órea contenida en un contorno cerrado de lo superficie es una extremal7•

La cond ic ión necesario y s ufic ¡ente poro ellos es6• 7

11 = O (3.1 )

la cual indica que los radios de curvatura principal difieren en signo y SOn

¡gua les en va lar absoluto.

Sobre cualquier superficie, las líneas asintóticas están definidas pa las

soluciones de la ecuación diferencia 11

b dé dulJ - O0/3 - (3.2 )

En una superficie mínimo, los líneas asintóticas, forman un sistema ortogo.

nal de líneas sobre la su~rficie6 , el cuól tomaremOS como s istema coordenado.

Pa medio de una cuadratura 6 es pos ible escoger las coordenadas as intóti~

cas de manera que aa/3 y baj adquieran las ex~esiones

"0/3
¡ (~ ~) (3.3 )k

y

( ~ 1

1b",,1 O
(3.4)

donde

k .r-K (3.5)

es el inverso del valor absoluto de un rodio de curvatura principal.
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Por lo cual, el determinante a vo'le

1
a = TI

Poro todo s uperficie mínimo se tiene lo propiedad característico

(3.6)

(3.7)

Substituyendo estos cantidades en la ecuación diferencial (2.8) se encuen.

tro la ecuación

£ = d
k du'

k

(9 • é)'
(3.8)

Esto ecuación se escribe también en lo formo

p
k

2k d'e--- ----
(9 • é)' ou' du'

+ d

du'
dG
ou'

+

+ O

du'
oC
ou'

(3.9)

Sea

F: ,r,;:-
9 .é

(3.10)

y hagamos el cambio de variable dependiente

J = GF
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La ecuación diferencial (3.9) adquiere. entonces la forma normal hiperbó-

lica

L= F2k
-j (3.12)

Hagamos notar una propiedad que será útil mós adelante y que cons iste en

observar que J = F es una solución particular evidente de la ecuación homogénea

asociada a (3.12). Esta .constante de integración" es trivial Puesto que no con-

tribuye al cólculo del tensor de esfuerzos.

IV. LA CATENOIDE

En esto sección vamos a considerar el caso particular de una catenoide,

la cual es la única superficie mínima de revolución6, no trivial.

La catenoide se puede generar hacíendo rotar una catenaria a Irededor del

eje de las ordenadas.

Las coordenadas cartesianas en el espacio, de los puntos de lo catenoide,

estón dados en función de las coordenadas asintóticas por los ecuaciones paramé.

tricas.

x = A eh (zl + z' )
12A

sen

% =A eh (z~;/ ) cos
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E I eje de s imetría ha s ido elegido coinc idente o I e ie coordenado 01' •

El radio de curvatura principal, en las coordenados asintóticas es

k = (4.2)
A ch2 zl tz

2

\<q;t

Si consideramos al vector € en la dirección OZ, perpendicular 01 eje de si-

metría, el cólculo de lo función F se reduce o

F= _
r;- ZI_%2
~ A. cos

y la ecuación diferencial para la función J va o tomar la forma

(4.3 )

l 2 -lJcoS2(Zl_z2.\

/2" ,

Ch2(ZI~Z2)
lÍA

(4.4 )

Esto ecuación puede expresarse en forma mas s imple si cambiamos de co-

ordenadas o los líneas de curvatura principal.

(4.5)

174



La ecuación diferencial (4.4) en"las nuevas coordenados está dado por

~
, -,l- 2-L

> L I 2
(ay' )' (ay')' A ,

cos2 _Y_'-
12

pA 3~ cos
,

ch2
I

-y- -y- (4.6)
lA ,lA

La solución general de esto ecuación es lo Suma de uno solución particu-

lar y lo solución general de la ecuación homogénea.

Lo parte homogénea es soluble por el método de separación de variables.

Si se aplico este método, lo integración de.la ecuación diferencial asociada a lo

variable )'1 es trivial, mientras que paro lo ecuación correspondiente o lo varia-

ble)'2, Se conoce lo solución particular,

J=I'=- _,
cos _y_

lA

(4.7)

y por ello lo Integración es inmediato.

Nos concretamos entonces o deducir uno solución particular de lo ecuo-

ción (4.6). Transformamos primero lo ecuoción a lo variable

M = _J _ (4.8),
cos _y_

lA

y lo ecuación se convierte entonces en
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+ 2
lA

tan
, .

-y- +
vA

2M
A ,

COS
2 -y-

vA

Entonces se tiene la solución particular

(4.9)

'j,
M=~

4

'j,
N+~ l'

4
(4.10)

donde N Y P son funciones de y2 que satisfacen las ecuaciones diferenciales

d'p 2 dI'
, -~--- -- -- tan -y- o 1

(dy')' vA dy' vA A ,
cos2 -y-

vA

y
d'N

,
2 dN tan -y- 2N + 4N---

(dy' )' lA dy' vA A ,y' A
cas __ .

lA

(4.11 )

- 1

(4.12)

Para obtener la solución de (4.11) se tomó en cuenta que J = F es lo so-

lución particular de la parte homogéneo de lo ecuación (4.6). Esto implica o Su

vez, que por la transformación (4.8), la función

F ,
cos _y_

vA
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sea solución P:Hticulor de la ~rte homogénea de la ecuación diferencial ~rcia I

(4.9) •

Resulta que (4.13) es también solución de la parte homogénea de la ecua-

ción (4.11) para la función P.

Esto permite factor izar los operadores de (4.11) en la forma

d

dy'
2
lA

(4.14)

De la cual sigue la solución particular para P.

P=-A[ (y' )'
4A

,
+-y-

y' 2IA
lA

tan + 1 ]16 (4.15)

De la semejanza entre las ecuaciones poro las funciones P y N se encuen-

tra la solución particular de la ecuación (4.12) para lo función N.

N = A _
T

A

8cos:zL
lA

(4.16)

Combinando los r~sultados anteriores se encuentro la solución particular

~ra lo función de esfuerzos de membrana

G = p :' [( ¡eos' ~ - ~) (2 eh' ~ - 1 )

sen + A
16
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A esta solución particular se debe sumar" la solución genera I de la ecua.

ción homogénea para obtener la solución general de la ecuación parcial de la fun.

ción potencial de esfuerzos de membrana.

La solución aplicable a un p-oblema particular deberó especifiJ::arse por

condiciones en los bordes de lo porción del catenoide que se hayo cons iderado.

V. DISCUSION

Se ha obtenido uno exp-esión tensorial de la ecuación que debe satisfacer

la función potencial de esfuerzos de membrana.

Se tomó el coso particular de superficies mínimas y Se encontró una exp-e.

sión simple de lo ecuación. Esto fué integrado poro una catenoide.

Lo teoría tiene o Igunos inconvenientes: Se observo que los condiciones o

lo frontero son difíciles de imponer, pues están dados en términos de derivados se.

gundas de lo función potencial. Los teoremas de existencia de soluciones son

muy pocos en estas casos 10

Se tiene por otro parte en el caso particular de los superficies mínimos uno

situación peculiar. Es un hecho muy conocido que el tensor

(5.1 )

con T constante, es uno solución de la ecuación homogénea. Corresponde a lo

tensión uniforme e isotrópica en una membrana sin peso que tomo la forma de su.

perficie mínima.

Otro .constante de integración", menos conocida, es el tensor

Tb"'- ,.'r/3
y l.

el cual es simétrico en toda superficie mínimo.
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Sin embargo, es difícil precisar la función G correspondiente a las solucio-

nes "trivioles' (5.1) y (5.2).

Las técnicas para suprimir los inconvenientes aquí descritos serán ano liza-

dos próx imamente.
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