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IWS U.llI:' N

En £"ste-artículo S£" obti£"71('n las £"ctulciones del campo gravi/acioual de la

Teoría de Hirkbo// a partir del t('usor porrncial d(' uu puuto masa ('u reposo eu 1m

maTeO de re/("T(>'Jcia iuercial. Es/(> t("usor St" d('/ine Como el pote'lCial u(,ll'tonia,1O

multiplicado por el t('l1S01 de I\ronecker. p(.1 m('dio de una transformación de

lJ.I('1/tz s(, o!Jtien(' ('1 tensor po/('ncial de uu p,mto masa en movimi(,'lto uniforme.

/:'s/e- t(,llsar po/£"ncial se g£"ll('raliza al ca:;o del movimiellto acelerado. Para ('51('

campo grat'itacional d(' 1m PUllto masa ('11 mot'imielllo acelnado se definí' un gra-

di(,lll(" del campo. Se- calcula e-I/lujo d(' ('S!(' f!.radi(,lllt" a lrat'és de Ulla hipersu-

/'rrjicie qu(' ('nci('rra a UfJ arco d(' la linea d(' tmit,oso d('l punlo masa g('n('rador

d('/ campo. C(m ayuda d('II('or('ma d(' la dir't"rg('l1cia d(' (;aU5S ('11("1('spacio-tiem-

po. sr o!Jli(,Il(,1I las ('cuacion('.~ d£"I cam/'o ('11 la Teoría d(' Birkbo//.
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MISTRACT

'r¡ Ihis papeT Ib(' ¡;('Id equalioflS o/ nirkhof/,s grat'ita/ional th('fIr) arl' oh.

loi,led. s/art;,¡g with Ihe gratiÍtaliona/ pO/(,lllia! t('7J5ur (Ji a mas.r;.poin/ al T(,,')/ al

thf' origiu 0/011 ;llC'rtiai r••/{'rene(' ¡,amf'o We pos/u/a/f" Ibi.'> /('11$ 01' lo hr tJ,('

S('U'tOTJia'l grat'i/aliona! po/en/io/ multiplied by KrollC'cko's delta. Bya ¡J"(,llt:;

Irons!ormalúm U'{' obtaill the grat!itatiolla/ po/en/iol !C'llSUT 01 a mass.po;ll! mOl'hlg

u'ith crms/QT1! lJ{'/ocily. W(' gE'l1nalize lhis /('rlso, /0 I/le casC' (JI a mnss.pu;n/ in

acce' /C'ratC'd mo/i(JTl,

A. gradirnt 0llhe' graFita/ional {je/d is d('lineJ. We crmslruct a c1nHd

hypf'rSurjoCl' which C'l1compass('s on are o/ th(' word.lill!' (JI thl' mO.<;.<;.puintII'hic/,

gC'TloatC'.'S lh(' ¡¡('Id. '["he ¡¡('Id equa/ions arl' ohtail1C'd by applying Gaw<;s //1('01'('111

lo /he Ilux ni /hl" gTadien/ /hTOUgh the c/osed hypeTsuTlan>.

ThC' gradien/ ol/he gravi/alionallield con/ains /nms fL,hích drpelld ()1l /he

accewra/Ífm 01 tht> mass.poírll gcrlerating /he líe Id. "fhe Ilux 01 /hC' gradú'n/

/brough tIJe h)'persurlace is índt>pende'lt on tht> accl'/l'rathm oj /he ma ••s~p{)in/.

TMs acce /nation dOt"s no/ appear in the lie Id equa/imls.

INTRODUCCION

Considérese un punto masa ,\1 moviéndose arbitrariamente en el eSp::lcio

físico. Llamemos L a la línea de universo de este punto maso en el espacio.

tiempo de Minkowski. Suponemos que L es una línea de clase e2, de manera que

se pueda hablar del cuadrivector velocidad V del punto maso y de su cuodrivector

aceleración A. Utilizamos la letra -.\1" p::Iro designar tanto 01 punto masa mismo,

como o su maso. Seo P un acontecimiento particular en la línea de universo "

del punto maso. Seo T el tiempo correspondiente 01 acontecimiento l' y seon

X, )',Z los coordenados cartesianos del punto del espacio físico correspondiente

o P. Los coordenados de l' en el espo~¡o tiempo de Minkowski son entonces:

1'(T,X, )',z). Usoremos lo notación tensoriol definido por los siguientes identi-

dades:
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xl
- T; X2

;:; X; X3= Y; X .• = z.

El cuadrado del elemento de arco del espacio-tiempo de Minkowski es en-

tonces:

dI' (dX ')' _ (dX')' _ (dX J)' _ (dx 4)' •

Introduc iendo el tens or métr ico fundamenta I ó. .. de J es pac io-tiempo de
, 1

Minkowski,se obtiene:

dS2 ó.
ij

dX i dxj •

Aquí se está usando lo convención de Einstein de sumar sobre índices re-

petidos; los índices varían de 1 04. Estomas utilizando ademÓs unidades toles

que lo velocidad de lo luz en el vacío seo igual al. Los componentes del tensor

métrico fundamental son:

6
"

6
44

- 1;

::'i j O para j -1 j •

Suponemos que en la línea de universo 1. hay un origen de los arcos. El aconte-
icimiento "estó caracterizado por el orco s. Las coordenadas X de P Son fun-

ciones de S de clase e2
• Los ecuaciones de la línea de universo I. son:
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,i (X s); i = 1,2,3,4.

Las componentes contravariantes del cuodrivector velocidad V se definen como:

Los componentes contraveriantes del cuadrivector aceleración A Son:

Nos interesa el campo gravitocional generado por el punto maso ,\1en un acontecí.

miento (xl, x2, x3, x4) del espacio .•tiempo. A este acontecimiento le llamamos

"acontecimiento del campo". Suponemos que P es el acontecimiento retardado Cal

respecto al acontecimiento del campo en la línea de universo L. Esto significa

que la distancia de Minkowski entre el acontecimiento del campo y P es nulo:

El campo gravitocional se caracteriza por el tenSor simétrico doblemente covarion.

te:

Las V. son las componentes covariontes del cuadrivector velocidad V y se obtie-
1

nen de las componentes contravariantes en la forma usual

.6. Vm
1m
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Llamemos; 01 cuodrivector que ligo o lo posición retardado p del punto maso .\1

con el acontecimiento del campo. Los componentes de este cuadrivector Son:

; = (x 1 _ Xl, x2 _ X 2, x 3 _ X 3, x4 _ X 4).

El denominador de hjk es entonces igual 01 producto escolar de los cuadrivectore~

; y V con lo métrico de Minkowski:

m m "r • \.' = Dmn (x - X ) V •

El tensor potencial del campol tiene entonces lo ex~esión:

,If(2v¡ Vk - l'.¡k)

(; • V) (1 )

Esto formo del tensor potencial se obtiene por una simple transformación de

Lorentz del tensor del campo de un punto mosa2, en reposo, en el origen de un sis-

tema de coordenados de un morco de referencia inercial:

.\1
r

Aquí figuro lo distancio r o la meso en reposo y el tensor de Kronecker. Nosotros

postulamos que el tensor (1) es el tensor potencial de un punto maso en movimien-

to acelerado y demostramos que las ecuaciones del campo de lo teoría de Birkhoff

Son una consecuencia de esto hipótesis. Consideremos uno de los 16 componen-

tes del tensor potencial del campo. Seo h¡k la componente en lo que fijamos nues-

tro atención. Esto componente es una función de las coordenados del aconteci-

miento del campo (.\.1, x2, xJ, x4). Consideremos ahora las cuatro derivados pOr-
cia les:
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• Oh¡k )

OX4

Estas cuatro funciones son las componentes covariontes de un cuadrivector que

llamamos -gradiente del campo" y que designamos con:

Lo que hemos llamado gradiente del campo es en reo lidad el tenSor triplemente

covarionte dhj~ o Para el gradiente del campo grovitocionol generado por el
ox'

punto mOsa M en movimiento arbitrario3, se obtiene:

+
2.11 (V¡ Ak + A¡ Vk) ,

(;. V)2

í/ h¡k =
,11(2V¡ Vk - /',¡k) (;'':¡-1);

• • 3
(, • V)

.11(2V¡ Vk - /',¡k)
V (2)

(;. V)2

Con el propósito de obtener el flujo del gradiente del campo gravitacionol o través

de una hipersuperficie que encierre a un arco de la línea de universo L del punto

masa ,\1, calculamos primero ese flujo o través de los caras de uno hipercuño
4

que

tiene por filo un elemento de arco PQ = tis de esa línea de universo. Sea en-

tonces Q el punto de L correspondiente 01 arco 5+ dS.

Consideremos los líneos de universo de cuatro fotones imoginarios que so.

len del punto mOsa cuondo éste está en el punto (X, y, z) del espacio físico, en
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el instante T, en las cuatro direcciones defin'idas por las siguientes colatitudes

e y long itudes ep:

e, ep;

e + de, q> + dq>;

e + se, q> + Sq>;

e+ de+ se, q> t dq> + Sq>.

Llamemos fotalíneas a las líneas de universo de los fotones. Las cuatro fotol;-

neos definen un e lemento de ángulo sólido

dl1 = sen e de dq>
(3)

se Sq>

La manera de asignar ángulos a las direcciones puede elegirse siempre de manero

que este elemento de ángulo sólido sea positivo. Consideremos ahora fotones que

salen del punto masa ,\1en todas las direcciones contenidas dentro del elemento de

ór.gulo sólido dUo Las fotol;neas correspondientes forman un fotohaz elemental

con vértice en el acontecimiento P(T,X, Y,Z) y son generatrices del cono de luz

del futuro con vértice en P, al que llamamos "cono 1". Suponemos que el punto

maso emite en todos los acontecimientos entre P y Q fotones imaginarios con foto-

líneas paralelas o las del fotohaz descrito antes. El fotohaz, con vértice en Q,

estó formado por generatrices de un cono de luz del futuro que llamamos .cono 2".

Para conftuir la hipercuña hay que cortar todos estas fotolíneas con una

hipersuperficie r. Suponemos que coda fotolínea corta a r en un solo aconteci-

miento. Lo fotolíneo que sale de P, en la dirección definida por los óngulos O, (P,
corto a r en el acontecimiento:

{T + ,,X + ,-sen ecos ep, y + r sen e sen (P, Z + r cos 8) •
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La hipersuperficie r está definida por la ecuación:

r= l' (S, e, 'f')

E I conjunto de los acontecimientos de r' que son intersecciones con fotolíneas

que salen del punto masa'\l dentro del óngulo sólido dO, en todas las posiciones

entre P y Q, forman la atopa de lo hipercuña". Lo hipercuña está limitada: por

su filo PQ; por su topa, que es un elemento de la hipersuperficie r; por sus dos

caros cónicos, que son porciones de los conos 1 y 2 limitadas por las interseccio~

nes de esos conos con r; y por último por sus dos afloncos" que son caras llanos.

Uno de los flancos está definido por el filo PQ y por las fotolíneas en las direccio~

nes (e, 'f') y (e, + se, 'f' + O'f') •
E I otro flanco está definido por el fi lo PQ y por las fotolíneas en las di~

recciones (O + de, 'f' + !'f') y (e + de + 00, 'f' + d'f' + O'f'). Los dos floncos con-

tienen al cuadrivector PQ que es JXlralelo al cuadrivector velocidad v. Cualquier

acontecimiento de un flanco está unido a lo posición retardada correspondiente de

,\1, por un cuadrivecfor;. Los cuadrivectores que representan a los elementos de

hipersuperficie que son los flancos, son por lo tanto ¡::erpendiculares a los cuadri.

vectores; y v. Como el grod iente de I ca mpo es una combinac ión 1inea I de ; y V,
su flujo a través de los dos flancos de lo hipercuña eS nulo.

Calculemos ahora el flujo del gradiente del campo que sale a través de la

tapa de la hi¡::ercuña. Como ese gradiente es una combinación lineal de ; y de V,

obtene-mos primero los fluías de esos dos cuadrivectores que salen a través de la

tapa. La tapa es un elemento de la hipersuperficie r, que se caracteriza por me.

dio de un cuadrivector dO. El flujo del cuadrivector; que sale a través de lo tapo,

es:

da 2 .,
+ r sen e (1 • v) ds de dcp

Para. el flujo del cuadrivector V que sale a través de la tapa, se obtiene:
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-v dO • al'-nene(,. v) as ds de d'l'

óe ó'l'

Estos dos expresiones se simplifican mucho introduciendo el hipervolumen de la

hipercuño:

Para los dos fluios obtenemos entonces:

-, dO + 3dv;

- V dO 3 (JI' d,) .r (JS

Des ¡gnomos con Ó. X al flujo del gradiente del campo grovitocionol que sale

a través de lo tapa de la hipercuña¡ poro este flujo obtenemos:

+ 6.\1 (Vi Ak + Ai Vk) dv
• • 2

(, • V)

3M (2V,' Vk - (:,¡'k) • •
---- (r' i\ -1) d,). .,

(, • V)

3M (2v. Vk - (:, 'k)+ ¡ ,
• • 2

,(, • 1')
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Procedemos ahora a calcular el flujo del gradiente del campo gravitacional

que sale a través de los coras cónicos de la hipercuña. Nos fijamos primero en lo

cara cónica s ituada en e Icono 1 de vértice en P. Definimos en esa coro cónica

un elementode hipersuperficie que describimos por medio del cuadrivector dA. Un

vértice de este elemento está en el extremo del cuodrivector T que tiene su origen

en P. Las componentes contravariantes de ;. son:

TI T;

-r T sen e cos ep;

T' - T sen e sen ep i

4 eT = T cos

Otro vértice del elemento de hipersuperficie está en el extremo del cuadrivector

T + dT que tiene su origen en P. El elemento de hipersuperficie tiene aristas a

lo largo de los cuatro fotolíneas que definp.n el elemento de ángulo sólido dO •

El cuadr ivector que caracteriza a 1e le mento de h ipers uperficie es:

dA T dr dO r

Nótese que para calcular el flujo del gradiente del campo que sale a través del

elemento d,\ hay que hacer; = ; en la ex~es ión del gradiente (2). Llamemos

dtjJ
1
a este flujo; obtenerr0s entonces:

d'+, - i'lh¡k d,\
I

djJ + ,\fT
[2V¡ Vk - "'jk]

dT dO •
I (T • V)
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Poro obtener el flujo del gradiente del campo que sale a través de la cara

cónica de lo hipercuña, es necesario integrar dljJl con respecto a T desde O hasta

r. Hoy que tener en cuento que la fracción T no depende de T. Llame.
(7 . V)

mos f¡ al flujo del gradiente del campo que sale a través de la cara cónica 1 de

la hipercuña:

Ij;, Mr'
[2V¡ Vk - 6¡k J. .

(r • V)
dí! •

El fluio de I grad iente de I ca mpo que so le a través de la cara cónica 2 de la hiper.

cuña es igua 1a:

Ij; = - Ij; - 61j; •, , 1

El incremento 6f
l
se debe a que el vértice de la cara cónica 2 estó en Q; y que

Q corresponde al arco S + ds en la línea de universo de M. El flujo neto del gro .•

diente del campo que sale por las dos caras cónicas de la hipercuña es entonces:

_ 2,11[V¡:k: A¡ vkJ r'dS dí!

(r • V)

+ M [2 V,' Vk - 6,'k] "
-_~_~_ (r' A)r dsdí!. .,

(r • V)

M[2v.Vk-6'kJ_ , ,
(; . V)

dFrdSdn.dS

La expresión para - 6fl se simplifica mucho introouciendo el hipervolumen dv

de la hipercuña; se obtiene:
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-6</1
1

6M [v. Ak + A. Vk]
_ ] 1 dv

• • 2
(r • V)

+ 3M [2V¡ Vk - 6¡k] • •______ ~_ (r • Al dv
• • 3

(r • V)

3M [2V¡ Vk - 6¡k]
• • 2

(r • V)

(Jp dv
as

El flujo neto d$ del gradiente del campo que sale por todas las caras de la hiper"

cuña es entonces:

La fracción

d<IJ:
3M [2V¡ Vk - 6¡k]

• • 3
(r • V)

dv •

3dv
• • 3

(r • V)

es independiente de T y la designamos como elemento de hiperóngulo sólido dll.

El flujo dtI> es entonces

(4)

El elemento de hiperóngulo sólido dIl se puede expresar en términos del elemento

de ángulo sólido d!l y del elemento de arco ds:
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dU = 3dv- -,
(, • V)

.' dUdS
- - 2(, • V)

(5 )

Consideremos ahora que lo hipersuperficie r es cerrada y que encierra a un arco

jK de la línea de universo L del punto masa J\l (Figura). Nuestro propósito es

calcular el flujo del gradiente del campo que sale de f. Con este fin construimos

todas las hipercuñas, limitadas por f, que tienen por filo el elemento de arco PQ.

Llamamos "embudo'" al hipersól¡do constituido de ese modo. El embudo estó limi-

tado por:

1) el cono 1 con vértice en P;

2) el cono 2 con vértice en Q;

3) la hipersuperficie r.
El flujo dE del gradiente del campo que sale a través de lo hipersuperficie que

limito al embudo, se obtiene integrando d$ sobre toclas las hipercuñas. Para rea-

lizar esto integración es conveniente expresar en (4) al elemento de hiperóngulo

sólido dll en té~minos del ángulo sólido dO, según la ecuación (5). Con el propó.

sito de ejecutar las operaciones conviene elegir dO, de manera que en la ecuación

(3) dCfJ Y se sean nulos. Esto equiva le a definir a dO por las fotolíneas de los

fotones imaginarios que salen de ,\1 en las cuatro direcciones:

(8.'1'); (8 +d8.'I'); (8,'1' +d'l'); (8 +d8, '1' +d'l')'

La dO adquiere entonces la forma usual:

dO = sen 8 d 8 d'l' (6)

El flujodE se obtiene integrando dclJ con respecto a e desde O hasta 71 y con res.

pecto a CfJ desde O hasta 271. En esto integración permanece constante el cuadrj.

vector velocidad V. El flu¡odE es entonces:
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Llamemos dTl a la integral del hiperángulo sólido. Utilizando (5) y (6) se obtiene

sen ededp

[Vi _ v2 sen ecos q¡ _ VJsen esen rfJ_ V4 cos e]2

Calculando la integral doble directamente, se obtiene:

Es fócil llegar a este resultado por otro camino. La integral doble tiene que ser

invariante en los transformaciones de Lorentz. Elijamos o aquel morco de referen-

cia en el que el cuadrivector velocidad \'tiene la dirección del eje de los tiempos.

En ese marco

Vi::: 1; V2::: V]::: \,.'::: O

El valor de dr¡ se obtiene de un modo inmediato.

Para el flujo dI:" del gradiente del campo que so le por lo hipersuperficie que

limito allembudo, obtenemos:

El flulO total 1:"del gradiente del campo gravitocionol que sale a través de la hiper-

superficie r es entonces:

"¡; = J J 4rr 11 [2\'¡ l'k - 6jk] dS

194

(7)



Esto integral es uno integral de línea que se extiende a lo largo de la línea

de universo L del punto maso .\1, desde el acontecimiento J en que ésto penetro

dentro de lo hipersuperficie r, hasta el acontecimiento K en que L sale de r.
Poro obtener las ecuaciones del campo considérese una esfera infinitesimal de ma-

so .\1 y que tiene un radio E en su sistema en reposo. El volumen en reposo de esa

esfera es:

En vez del punto masa ,\1 utilizamos ahora eso esfera infinitesimal. Seo L la línea

de universo del centro de lo esfera. Imaginamos que lo esfera se mueve como un

cuerpo rígido, con el cuodrivector velocidad V, mientras Su centro recorre el ele-

mento de arco ds que ligo a los acontecimientos P y (J. Al moverse 10 esfera rígi-

damente, de su posición inicial o su posición finol, codo uno de sus puntos descri-

be en el eSp:JciO'"tiempo un elemento de arco ds. El hipervolumen barrido por lo

esfera en el espacio-tiempo, cuando su centro va de po Q, se obtiene muy fácil-

mente en el sistema en reposo de la esfera. Este hipervolumen es;

Es obvio que dTes invoriante.

Consideremos ahora lo hipersuperficie (3 generado en el eSpJcio.tiempo por

los orcos de los líneas de universo de los Puntos de la superficie de lo esfera,

cuando el centro de ésto va de Po Q. El flujodn del gradiente del campo gravi.

tacional de la esfera que sale a través de e es, según la ecuación (7);

Según lo generalización del teorema de Gauss o un espacio de cuatro dimensiones,

el flujo del gradiente de unO función a través de una hipersuperficie que limito un
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hipervolumen, es igualo la integral del D'Alembertiano de esa función extendida

01 hipervolumen. Aplicando este teorema obtenemos:

Substituyendo en esta ecuación el valor de dr, se obtiene:

De donde se deduce inmediatamente:

Lo masa de la esfera dividida entre su volumen en el marco de referencia en repo-

so, es igualo su densidad en reposo;

Poro el O'Alembertianodel potencial del campo grovitacional se obtiene entonces;

o h.k = 817" [\'. \'k - !- "'k1
1 "0"2'

(8)

La ecuación (8) es la ecuación del campo grav¡tacional~ en la que fundó

G.D. Birkhoff su teoría de la gravitación. Birkhoff obtuvoel segundo miembro de

la ecuación (8) como 817 por el tensor de la energía y las cantidades de movimien-

tode.un fluido perfecto, en el que la velocidad de propagación de una perturbación
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es igualo lo velocidad de lo luz. En este artículo, lo ecuación del campo (8) es

una consecuencia de postular como tensor potencial gravitacionaf de un punto ma-

so en movimiento ace ferado, a lo expres ión (1).
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