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RESUMEN

En este articulo se obtienen las ecuaciones del campo gravitacional de la
Teoria de Birkboff a partir del tensor potencial de un punto masa en reposo en un
marco de referencia inercial. Este tensor se de fine como el potencial newtoniano
multiplicado por el tenso de Kronecker., Por medio de una trans formacion de
Lorentz se obtiene el tensor potencial de un punto masa en movimiento uniforme.
Este tensor potencial se generaliza al caso del movimiento ace lerado. Para este
campo gravitacional de un punto masa en movimiento ace lerado se define un gra-
diente del campo, Se calcula el flujo de este gradiente a través de una hipersu-
perficie que encierra a un arco de la linea de universo del punto masa generador
del campo. Con ayuda del te orema de la divergencia de Gauss en el espacio-tiem-

bo, se obtienen las ecuaciones del campo en la Teoria de Birkboff.
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ABSTRACT

In this paper the field equations of Birkboff's gravitational theory are ob-
tained, starting with the gravitational potential tensor of a mass-point at rest at
the origin of an inertial reference frame. We postulate this tensor to be the
Newtonian gravitational potential multiplied by Kronecker's delta. By a loreniz
trans formation we obtain the gravitational potential tensor of @ mass-point moving
with constant velocity. We generalize this tensor to the case of a mass=-point in
accelerated motion,

A gradient of the gravitational field is defined. We construct a closed
hypersurface which encompasses an arc of the word-line of the mass-poinl which
generates the field. The field equations are obtained by applying Gauss theorem
to the flux of the gradient through the closed bypersurface.

The gradient of the gravitational fie ld contains terms which de pe nd on the
acce leration of the mass-point generating the field, T he flux of the gradient
through the hypersurface is inde pendent on the acceleration of the mass-point,

This acce leration does not appear in the field equations.

INTRODUCCICON

Considérese un punto masa M moviéndose arbitrariamente en el espacio
fisico. Llamemos L a la linea de universo de este punto masa en el espacio-
tiempo de Minkowski. Suponemos que I es una linea de clase ¢?, de manera que
se pueda hablar del cuadrivector velocidad V del punto masa y de su cuadrivector
aceleracion A . Utilizamos la letra “M” para designar tanto al punto masa mismo,
como @ su masa. Sea P un acontecimiento particular en la linea de universo I.
de! punto masa. Sea T el tiempo correspondiente al acontecimiento Py sean
X,Y,7 las coordenadas cartesianas del punto del espacio fisico corres pondiente
a P. Las coordenadas de P en el espacio tiempo de Minkowski son entonces:
P(I,X,Y,7). Usaremos la notacién tensorial definida por las siguientes identi-

dades :
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xX'=T; x¥=x;X%=v, X%= 2,

El cuadrado del elemento de arco del espacio-tiempo de Minkowski es en-

tonces :

ds? = d1?= dx?= dy?- dz?.

ds? = (@xY)’ = @x?)? - (@x?)’ - @xY?.

Introduciendo el tensor métrico fundamental !,\’.’. del espacio-tiempo de

Minkowski,se obtiene:
ds? = Dydxdxi s

Aqui se esta usando la convencién de Einstein de sumar sobre indices re-

petidos; los indices varian de 1 a 4. Estamos utilizando ademds unidades tales
que la velocidad de la luz en el vacio sea igual a 1, Las componentes del tensor

métrico fundamental son:

A= 0 para ifj.

Suponemos que en la linea de universo I. hay un origen de los arcos. Elaconte-
- ; y ‘ i
cimiento P esta caracterizado por el arco §. Las coordenadas X' de P son fun-

y .2 5 - .
ciones de § de clase ¢°, Las ecuaciones de la linea de universo . son:
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¥ ¥ e 18,8
Las componentes contravariantes del cuadrivector velocidad V se definen como:

yi_ax
ds

N
Las componentes contravariantes del cuadrivector aceleracién A son:

Nos interesa el campo gravitacional generado por el punto masa M en un aconteci-
miento (x!, x?, x>, x*) del espacio-tiempo. A este acontecimiento le llamamos
"acontecimiento del campo®. Suponemos que P es el acontecimiento refardado con
respecto al acontecimiento del campo en la linea de universo I.. Esto significa

que la distancia de Minkowski entre el acontecimiento del campo y P es nula:

Ay - xD6T-x)) - 0.

El campo gravitacional se caracteriza por el tensor simétrico doblemente covarian-

fé:

_ M[2vv, -4y,
ik = mon
A xm-X )‘Vn

mn(

Las V; son las componentes covariantes del cuadrivector velocidad V y se obtie-

nen de las componentes contravariantes en la forma usual
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Llamemos r al cuadrivector que liga a la posicién retardada P del punto masa M

con el acontecimiento del campo. Las componentes de este cuadrivector son:

El denominador de b]-k es entonces igual al producto escalar de los cuadrivectores

7 y V con la métrica de Minkowski:

= | — wa
El tensor potencial del campo® tiene entonces la expresion:

e MY Vi Bia) (1)
(r= %)

Esta forma del tensor potencial se obtiene por una simple transformacion de
del del d # | origen d i
Lorentz del tensor de campo de un punto masa“, en reposo, en e origen de un sis-

tema de coordenadas de un marco de referencia inerc ial:

Aqui figura la distancia r a la masa en reposo y el tensor de Kronecker. Nosofros
postulamos que el tensor (1) es el tensor potencial de un punto masa en movimien-
to acelerado y demostramos que las ecuaciones del campo de la teoria de Birkhoff
son una consecuencia de esta hipétesis. Consideremos una de las 14 componen-
tes del tensor potencial del campo. Sea Pk la componente en la que fijamos nues-
tra atencion. Esta componente es una funcién de las coordenadas del aconteci-

1

i ¥, . .
miento del campo (x', x?, x*, x*). Consideremos ahora las cuatro derivadas par-

ciales:
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by by by by

3t B Dt ot

Estas cuatro funciones son las componentes covariantes de un cuadrivector que

llamamos “gradiente del campo” y que designamos con:

ik *

Lo que hemos llamado gradiente del campo es en realidad el tensor triplemente
Bbjk
ox’

- . -8 .
punto masa M en movimiento arbitrario”, se obtiene:

covariante

Para el gradiente del campo gravitacional generado por el

~

i 2
LMV A AV

(7+ V)
2 L A 5 -
by, = < S M@ Vem SR iy
7 A B3
(r+V)

MQV V= D) o

(7 V)2

Con el propésito de obtener el flujo del gradiente del campo gravitacional a través
de una hipersuperficie que encierre a un arco de la linea de universo . del punto
masa M, calculamos primero ese flujo a través de las caras de una hipercuiia® que
tiene por filo un elemento de arco PQ = dS de esa linea de universo. Sea en-
tonces Q el punto de L correspondiente al arco § * d5.

Consideremos las lineas de universo de cuatro fotones imaginarios que sa-

len del punto masa cuando éste estd en el punto (X, Y, Z) del espacio fisico, en

186



el instante T, en las cuatro direcciones definidas por las siguientes colatitudes

&y longitudes ¢ :

0, @

8+d6, o tdy;
6+386, <P+5QP5

+d8+86, ptdp+dg.

Llamemos fotolineas a las lineas de universo de los fotones. Las cuatro fotoli-

neas definen un elemento de dngulo sélido

dQ) = sen 0 |d0 dy
3)
38 8¢

La manera de asignar angulos a las direcciones puede elegirse siempre de manera
que este elemento de angulo sélido sea positivo. Consideremos ahora fotones que
salen del punto masa M en todas las direcciones contenidas dentro del elemento de
angulo solido df}. Las fotolineas correspondientes forman un fotohaz elemental
con vértice en el acontecimiento P(T,X,Y,Z) y son generatrices del cono de luz
del futuro con vértice en P, al que llamamos “cono 1”. Suponemos que el punto
masa emite en todos los acontecimientos entre Py Q fotones imaginarios con foto-
lineas paralelas a las del fotohaz descrito antes. E| fotohaz, con vértice en Q,
esta formado por generatrices de un cono de luz del futuro que llamamos “cono 2”.
Para contruir la hipercuna hay que cortar todas estas fotolineas con una

hipersuperficie [". Suponemos que cada fotolinea corta a " en un solo aconteci-
miento. La fotolinea que sale de P, en la direccién definida por los angulos &, P,

corta a [" en el acontecimiento:

(T +r,X trsen O cos ¢, Y +rsen @sen o, Z+rcos ).
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La hipersuperficie " estd definida por la ecuacion:

=F(,60,9 .

El conjunto de los acontecimientos de I" que son intersecciones con fotolineas

que salen del punto masa M dentro del angulo sélido d(}, en todas las posiciones
entre Py Q, forman la “tapa de la hipercufia”. La hipercuina estd limitada: por

su filo PO ; por su tapa, que es un elemento de la hipersuperficie ["; por sus dos
caras cénicas, que son porciones de los conos 1y 2 limitadas peor las interseccio-
nes de esos conos con ['; y por Gltimo por sus dos *flancos” que son caras llanas.
Uno de los flancos esta definido por el filo PQ y por las fotolineas en las direccio-
nes (G, o) y (6,168, ¢+ 3q) .

El otro flanco esta definido por el filo PQ y por las fotolineas en las di-
recciones (6 + d&, ¢ + dcp) y (8 +d0+86, o +do +3p . Losdos flancos con-
tienen al cuadrivector PQ que es paralelo al cuadrivector velocidad V. Cualquier
acontecimiento de un flanco estd unido a la posicién retardada correspondiente de
M, por un cuadrivector e Los cuadrivectores que representan a los elementos de
hipersuperficie que son los flancos, son por lo tanto perpendiculares a los cuadri-
vectores ;y V. Como el gradiente del campo es una combinacién lineal de ;y I;,
su flujo a través de los dos flancos de la hipercufia es nulo.

Calculemos ahora el flujo del gradiente del campo que sale a través de la
tapa de la hipercura. Como ese gradiente es una combinacién lineal de 7y de v,
obtenemos primero los flujos de esos dos cuadrivectores que salen a través de la
tapa. La tapa es un elemento de la hipersuperficie [, que se caracteriza por me-
dio de un cuadrivector dQ. El flujo del cuadrivector ;que sale a través de la tapa,

es:

—:'dﬁ=+r25en9(;°{;)d5 d8 dy

38 8o
Para. el flujo del cuadrivector V que sale a través de la tapa, se obtiene:
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-V ‘dﬁ:-rsen@(;'a) %,?ds df dg

88 &g

Estas dos expresiones se simplifican mucho introduciendo el hipervolumen de la

hipercuna:

dv=) 12 (7 V) senBds |d6 do

wj

56 ¢

Para los dos flujos obtenemos entonces :

-r - d) - + 3dy;

-V +d)-=3 9F g4, .
r as

Designamos con Ay al flujo del gradiente del campo gravitacional que sale

a través de la tapa de la hipercufia; para este flujo obtenemos:

L MV At AV

(r « v

f3><=< _3"“(2‘:7“’&:‘5%) (s 4 =140
(r = v)

-

3M (2v]. V= A,‘k) F 4
r(re vy L
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Procedemos ahora a calcular el flujo del gradiente del campo gravitacional
que sale a través de las caras cénicas de la hipercufia. Nos fijamos primeroen la
cara cénica situada en el cono 1 de vértice en P. Definimos en esa cara cénica
un elemento de hipersuperficie que describimos por medio del cuadrivector dA . Un
vértice de este elemento estd en el extremo del cuadrivector 7 que tiene su origen

=
en P. Las componentes contravariantes de 7 son:

e o

]

7 = 7 sen 8 cos @;

=
1

T sen & sen ¢;

T s 1w

3
|

Otro vértice del elemento de hipersuperficie estd en el extremo del cuadrivector
7+ d7 que tiene su origen en P. El elemento de hipersuperficie tiene aristas a
lo largo de las cuatro fotolineas que definen el elemento de dngulo sélido 4Q .

El cuadrivector que caracteriza al elemento de hipersuperficie es:

A\ = TdTdQ T .

Nétese que para calcular el flujo del gradiente del campo que sale a través del
elemento dA hay que hacer r— 7 en la expresién del gradiente (2). Llamemos

d; a este flujo; obtenemns entonces:

dt.,-’il = - Vbjk “dn

[2v7. v, - A}.k]

&) = + MT -

g =

e dTdQ) .
fr *'v)
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Para obtener el flujo del gradiente del ¢ampo que sale a través de la cara

cénica de la hipercufia, es necesario integrar /) conrespectoa 7 desde 0 hasta
7

r. Hay que tener en cuenta que la fraccion _ nodepende de 7. Llame-

(7 V)
mos i/ al flujo del gradiente del campo que sale a traves de la cara cénica 1 de

la hipercufia:

J o e [21/?.}/,e =4

. dQ .
(F 8 ¥)

El flujo del gradiente del campo que sale a través de la cara cénica 2 de la hiper-

cufia es igual a:

El incremento Agbl se debe a que el vértice de la cara cénica 2 estd en Q; y que
Q corresponde al arco § + dS en la linea de universo de M. El flujo neto del gra-

diente del campo que sale por las dos caras cénicas de la hipercufia es entonces:

/~ _ Myt A v ]

i 2 r? ds dQ)
(r V)

M2V, V= D] - .
-~y = < ¥ [v,ﬁvk”,kJ (7 + A)r* ds dQ
L=
M[2v; v~ B, ]

(r - V)

oF
9F L asdq .
35 |

La expresion para - Ag!)l se simplifica mucho introduciendo el hipervolumen dv

de la hipercufia; se obtiene:
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/- 6M [V, Ay + A V]

(r )

v

-~

P MY Ve B 7 dya
7

3M [:wj vk.-gafk] OF 4
(f . V) aS

El flujo neto d del gradiente del campo que sale por todas las caras de la hiper-

cuna es entonces:
db = Ax- Al,[il;

dd - — dv .
(v * ¥
La fraccién
3dv
(v

es independiente de r y la designamos como elemento de hiperangulo sélido dH .

El flujo dD es entonces
db = M[2V; V= A ] dH . (4)

El elemento de hiperdngulo sélido dH se puede expresar en términos del elemento

de dngulo sélido df) y del elemento de arco 45:
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dy - _3dv r’dQds (5)
(re 9 (v

Consideremos ahora que la hipersuperficie [" es cerrada y que encierra a un arco
JK de la linea de universo I. del punto masa M (Figura). Nuestro propdsito es
calcular el flujo del gradiente del campo que sale de ['. Con este fin construimos
todas las hipercunias, limitadas por [, que tienen por filo el elemento de arco PQ .
Llamamos “embudo” al hipersélido constituido de ese modo. El embudo esta limi-
tado por:

1) el cono 1 con vértice en P;

2) el cono 2 con vértice en Q;

3) la hipersuperficie [ .

El flujo dr del gradiente del campo que sale a través de la hipersuperficie que
limita al embudo, se obtiene integrando dP sobre todas las hipercunas. Para rea-
lizar esta inte gracién es conveniente expresar en (4) al elemento de hiperdangulo
sélido dH en términos del dngulo sélido dQ2, segin la ecvacion (5). Con el propé-
sito de ejecutar las operaciones conviene elegir 4() de manera que en la ecuacién
(3) dp y 60 sean nulos. Estoequivale a definir a dQ) por las fotolineas de los

fotones imaginarios que salen de M en las cuatro direcciones:
(6, 9); (6+d6,9); (0,9 tdp); (6 +dF, ¢ +dy) .
La 4} adquiere entonces la forma usual:
dQ) = sen 8d8 dy (6)

El flujo dE se obtiene integrando dd con respectoa ¢ desde ( hasta 77 y con res-
pecto a ¢ desde ( hasta 277, En esta integracién permanece constante el cuadri-

vector velocidad V. E| flujo dF es entonces:
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dE = M[2v, v, = D, ) [ dn .

Llamemos d7) a la integral del hiperangulo sélido. Utilizando (5) y (6) se obtiene

7 = dsfsz: y sen (/dOdg

3 2
[v!= v? sen Bcos @ - v?sen fsen p=V*cos )

Caleulando la integral doble directamente, se obtiene:

dn= 4mds
Es facil llegar a este resultado por otro camino. La integral doble tiene que ser
invariante en las transformaciones de Lorentz. Elijamos a aquel marco de referen-

cia en el que el cuadrivector velocidad V tiene la direccién del eje de los tiempos.

En ese marco

El valor de d7) se obtiene de un modo inmediato.
Para el flujo dE del gradiente del campo que sale por la hipersuperficie que

limita al embudo, obtenemos:
dE = ATM[2V, v, - Dyl ds .

El flujo total E del gradiente del campo gravitacional que sale a traves de la hiper-

superficie | ' es entonces:

- .‘\ -
B= j] 4 M2V, v, - B, ] ds (7)
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Esta infegral es una integral de linea que se extiende a lo largo de la linea
de universo I. del punto masa M, desde el acontecimiento ] en que ésta penetra
dentro de la hipersuperficie I”, hasta el acontecimiento K en que I sale de [".

Para obtener las ecuaciones del campo considérese una esfera infinitesimal de ma-
sa M y que tiene un radio € en su sistema en reposo. E| volumen en reposo de esa

esfera es:

e

W &
s

En vez del punto masa M utilizamos ahora esa esfera infinitesimal. Sea L la linea
de universo del centro de la esfera. Imaginamos que la esfera se mueve como un
cuerpo rigido, con el cuadrivector velocidad V, mientras su centro recorre el ele-
mento de arco dS que liga a los acontecimientos Py 0. Al moverse la esfera rigi-
damente, de su posicion inicial a su pesicién final, cada uno de sus puntos descri-
be en el espacio-tiempo un elemento de arco ds. E| hipervolumen barrido por la
esfera en el espacio-tiempo, cuando su centro va de P a 0, se obtiene muy facil-

mente en el sistema en reposo de la esfera. Este hipervolumen es:

dr - 4 e ds .

(%)

Es obvio que dT es invariante.

Consideremos ahora la hipersuperficie @ generada en el espacio-tiempo por
los arcos de las lineas de universo de los puntos de la superficie de la esfera,
cuando el centro de ésta va de Pa Q. El flujo dE del gradiente del campo gravi-

tacional de lo esfera que sale a través de @ es, seqin la ecuacién (7):
_ ‘ =
dE = 4T M[2V, v, - A, 1 ds

Segin la generalizacién del teorema de Gauss a un espacio de cuatro dimensiones,

el flujo del gradiente de una funcién a través de una hipersuperficie que limita un
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hipervolumen, es igual a la integral del D’Alembertiano de esa funcion extendida

al hipervolumen. Aplicando este teorema obtenemos:
O by d7 = 47 M (2v; vy = B, 1 ds
Substituyendo en esta ecuacion el valor de d7, se obtiene:

Mk 4

3 F
Edy o BE ds = 4nM(2V; v, - A, 1ds

De donde se deduce inmediatamente:

0 M [ - 1
O by = LU ; (2V vy = B ]
—TE
3

La masa de la esfera dividida entre su volumen en el marco de referencia en repo-

so, es igual a su densidad en reposo:

Para el D'Alembertiano del potencial del campo gravitacional se obtiene entonces:

1
O by = 87p, [V, V, - 5 Ayl (8)

La ecuacién (8) es la ecuacion del campo grcivii‘ccioncl|'q en la que fundé
G.D. Birkhoff su teoria de la gravitacién. Birkhoff obtuvo el segundo miembro de
la ecuacién (8) como 87 por el tensor de la energia y las cantidades de movimien-

to de.un fluido perfecto, en el que la velocidad de propagacion de una perturbacion
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es igual a la velocidad de la luz. En este articulo, la ecuacion del campo (8) es

una consecuencia de postular como tensor potencial gravitacional de un punto ma-

sa en movimiento ace lerado, a la expresién (1).
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