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RESUMEN

Se presentan las ecuaciones de la Hidrodindmica en forma tensorial, vdli-
das para cualquier sistema curvilineo de coordenadas con movimiento arbitrario
respecto a un marco inercial. lLa ecuacion de vorticidad muestra diferencias-bdsi-

cas enlre espacios bidimensionales y tridimensionales.

ABSTRACT

The bydrodynamic equations are presented in tensorial form, valid for any

curvilinear coordinate system with arbitrary motion relative to an inertial system,
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Basic differences between twoedimensional and three-dimensional spaces are noted.

INTRODUCCION

El tratamiento tradicional de la Hidrodinamica presenta algunos inconve-
nientes:

a) Adn cuando las ecuaciones se expresen en forma vectorial, generalmen-
te los sistemas de coordenadas usados son cartesianos, y la consideracién de pro-
blemas en ofros sistemas requiaren ciertos esfuerzos para efectuar las transforma-
ciones.,

b) Es dificil reducir las ecuaciones para un espacio tridimensional a uno
de dos dimensiones y vice-versa.

Es claro que cualquier desarrollo independiente del sistema de coordena-
das requiere el uso de métodos tensoriales. ;Se logran ventajas al considerar las
ecuaciones hidrodindmicas en forma tensorial, independiente del nimero de dimen-
siones, del sistema de coordenadas y de la curvatura del espacio? Es evidente
que espacios de mds de tres dimensiones no tienen interés en la hidrodindmica
cldsica, ni espacios curvos de mas de dos dimensiones. En cambio si resulta
otil un desarrollo general que abarque el tratamiento de problemas en espacios pla-
nos de tres dimensiones y para espacios curvos de dos dimensiones. Como venta-
ja adicional se facilita la resolucién de problemas de hidrodindmica en cualquier
sistema de coordenadas.

Empezaremos reemplazando los tensores cartesianos por tensores genera-
lizados en las ecuaciones de hidrodindmica. Si las expresiones resultantes se re-
ducen a la forma original, al especializarlas para sistemas de coordenadas carte-
sianas, entonces serdn vdlidas en cualesquier sistemas de coordenadas que puedan
obtenerse por una transformacién del sistema cartesiano original. Es decir, serdn
validas en cualquier sistema de coordenadas para espacios planos. Se puede ex-
tender este tratamiento @ espacios curvos si se toma en cuenta que un sistema car-
tesiano de coordenadas siempre puede usarse en una regién limitada del espacio

curvo.
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TENSORES ISOTROPICOS

El concepto de tensor isotrépico es usualmente asimilado al de tensor car-
tesiano, puesto que “isotropia” significa invariancia de los componentes bajo una
rotacion rigida (o reflexién) de las coordenadas. Sujetos a este grupo restringido
de fransformaciones, los sistemas cartésianos de coordenadas se transforman en

ofros sistemas cartesianos. Los Unicos tensores isotropicos, hasta rango cuatro,

son:
Dos dimensiones Tres dimensiones

Rango cero a a
rango uno ninguno ninguno

5 +bo ad
rango dos ad _tboe -

i 24
rango tres ninguno ace _,

& g 5 s & @ p & @ .
5 +b& 5 +ed B8 5+ - 5

rango cuatro ao 3, +bd 5. ted 3, ad ¢ s T UL, 0, FeEb o,

donde: a, b, c, son funciones escalares, & _es la delta de Kronecker y e _....
son tensores de permutacién siempre de rango iauai al nimero de dimensiones, con
valor 0, 1 a =1, si existen indices repetidos, si los indices son permutaciones pa-
res de la sucesién 1,2,3 ... 0 sison permutaciones impares de esta sucesion, res=
pectivamente. La o es iguala 1 oa -1 dependiendo de que el sistema de coorde-
nadas sea derecho o izquierdo. Por lo tarto & cambia de signo bajo una reflexién
de coordenadas. El criterio de isotropia en el caso de un tensor generalizado pue-
de establecerse como sigue: Bajo la transformacion de un tensor generalizado, de
un sistema coordenado curvilineo a un sistema cartesiano, las componentes resul-
tantes son las mismas prescindiendo de la orientacion de ese sistema cartesiano.

Entonces, los Gnicos tensores generalizados isotrépicos corresponderdn a los mos-
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trados en la tabla precedente, donde § ' se reemplaza por el tensor métrico &s Y

}
Te,s ...es sustituido por e _ = crg/Eer ... (con el fin de obtener componentes

rs s 5

covariantes). La g representa al determinante de las componentes covariantes

del tensor métrico, que supondremos siempre positivo.

CONSERVACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

En un sistema cartesiano, las ecuaciones de movimiento tienen la forma:

donde las u_representan las componentes de velocidad, p la presién, o la densi-
dad, a= p”! el volumen especifico, () el potencial de todas las fuerzas externas
que actian sobre el fluido, y A, v propiedades (escalares) del fluido ligadas a les
efectos de viscosidad,

El pardmetro »/ se conoce como la viscosidad cinemdtica. El parametro A
no tiene nombre comunmente aceptado -bajo la hipétesis de Stokes es reemplazado

por =2 1, La coma designa diferenciacisén parcial. El primer miembro de (1)

3
representa a la aceleracion de una particula de fluido medida respecto a un sistema

inercial de coordenadas (Groves, 1967). El tensor C, representa a la aceleracion
de Coriolis y G, a la aceleracion centripeta. Estas mismas ecuaciones pueden ex-
presarse en términos de tensores generalizados en forma tal que en.el caso espe-
cial de coordenadas cartesianas se reducird a la ecuacién (1). Debido a la pre-
sencia del término M‘s,sr aparece la dificultad de que no existe una manera Gnica
de efectuar la reduccién. En un sistema cartes iano el orden de diferenciacion pue-
de ser invertido sin cambiar el valor de la doble derivada. El problema consiste en-
tonces en determinar cual es el orden correcto de diferenciacién al sustituir la di-
ferenciacién parcial. Para escoger el camino adecuado vamos a considerar el

peniltimo término de (1), tomando en cuenta que proviene de la divergencia del
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tensor de los esfuerzos,que es simétrico.

El tensor de los esfuerzos tiene la forma:

o

Tpy = =00, (A= 8, 0, T OVIE, ot 0 ) 2)

representado en tensores cartesianos. Estaes esencialmente la hipétesis de

Navier, donde los términos no lineales en el gradiente de velocidad son desecha-
dos. Enalgunos casos en que la densidad cambia rapidamente, etc., dicha hipo-
tesis no proporciona una descripcion adecuada de los esfuerzos. Estos casoses-
tén fuera del alcance de este trabajo. La ecuacién (2) es valida en una pequefia

region de un espacio curvo; por lo tanto puede escribirse en la forma:

TrS - - pb,s+ (A= 1) S,Sg"m et ovg"® (ur;” toap, (3)

r

en tensores generalizados, donde el punto y coma representa diferenciacion cova-
riante. Esta expresion proviene de las consideraciones usuales de isotropia, en
las cuales los tensores isotrépicos generalizados antes mencionados pueden ser
Utiles. Es de notarse que no hay ambigliedad en la manera en que se expresa (3).
Siendo, por lo tanto, la (nica expresién tensorial que se reducird a (2) en el caso
cartesiano. Considerando la divergencia de la expresion (3), es consecuente por

lo tanto, que la ecuacién de Navier tenga la forma:

du
r sn =
3 te "3“r;n+cr u_!+Gr=-CLp‘r-Q,'r+
+Vgs”“r,‘sr:+ ?\gs"us’_"’ (4)

en tensores generalizados.
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LAS ECUACIONES DE VORTICIDAD

Consideremos el gradiente de la velocidad, u,, . La parte simétrica de
!
este tensor representa la rapidez de deformacién y compresion de un elemento de
fluido. La parte antisimétrica representa la rapidez de rotacion.

La vorticidad se define como el doble de esta velocidad de rotacion:
w = U -u_. {5)

Debido @ su antisimetria contiene solamente un componente independiente
para dos dimensiones, y solo tres componentes independientes en tres dimensiones.
Por esta razén la vorticidad es frecuentemente representada por un vector en tres
dimensiones. En este caso un vector vorticidad se obtiene como el producto inte-

rior entre el tensor definido y el tensor de permutacion, o sea:

1 _rsn rsn
= € W, ==t By (6)

ur',_—

Es facil demostrar que las componentes w ' determinan sin ambigUedad a

las componentes W . . entonces:

W,==-¢€__uw" ‘ (7)

De la misma manera, la dnica componente independiente de la vorticidad
en dos dimensiones puede obtenerse efectuando el producto interior con el tensor
de permutacion de segundo rango. Este procedimiento requiere dos fratamientos
diferentes dependiendo dei nimero de dimensiones, lo cual trataremos de evitar,
asi nos encontramos en la necesidad de usar el tensor antisimétrico de segundo
rango para representar la vorticidad.

La ecuacion de vorticidad se obtiene tomando el rotacional de la ecuacién

de movimiento (4). Si (4) se considera como una relacién vectorial de la forma
-
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x, = 0, la operacién Fpug =

oW
rs +gnmu W %

1 Wo- -
'at n rs,m 2 S'?l rm l"” sm rm sn

W, ]= vg"w

Wm sm rs;nm =

Clu . G, g +
5 n;r s;r r‘:s ,sp,r

t t £
rsn;mut

yg’"" [_ R

smnt”r;tJ (8)

u + R

mrn S:t

donde Rsm’: es el tensor de curvatura (usando la nomenclatura de Bergmann, 1942,
que es la de Levi-Civita). Al desarrollar (8) se supuso que A y v/ (pero né o ni

@) son constantes,

EL CASO TRIDIMENSIONAL

En este caso igualamos a cero todos los términos que contienen al tensor
de curvatura en (8). Puesto que la vorticidad tiene tres componentes independien-
tes, (8) contiene 3 relaciones independientes.

Es interesante el caso de la rotacién rigida de un sistema no inercial rela-
tiva a un sistema inercial (aunque las coordenadas mismas pueden ser curvilineas),
En este caso el rotacional de la aceleracién centripeta (G,,;S - Gs;r) es igual a
cero, el fensor C _ es antisimétrico y todas sus derivadas covariantes se anulan.

Por lo tanto (8) puede escribirse:
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DW
rs 1 nm -
t - [us-nwrm'ur-nwsm-wrmwsn+ mesm]
Dt 2 ’ 1
_ ., nm .n B — ‘
Vg Wrs;nm = G5 bpir C, "ﬂ;s tis p,r+ l,r p.s (a)

En donde la expresion

DW aw
s S 4 "My W
Df ﬂf[ n rs ;m

recibe el nombre de Derivada Material absoluta.

EL CASQO DE DOS DIMENSIONES

En este caso el tensor de curvatura se puede representar por:

N ] ¢
(8 85yt 05 8yp) R

-
7]
3
N | =

donde R es la curvatura escalar, Queda ahora solo una relacion independiente en
(8).

El caso de rotacion rigida es mds complicade en dos dimensiones que en tres.
Consideremos una superficie rigida inmersa en un espacio tridimensional y girando
respecto a un sistema inercial. Las derivada’s covariantes de C,, nose anulan en
general como sucede en el caso tridimensional. Pero el rotacional del vector cen-
tripeto se anula como antes. También es posible efectuar simplificaciones en los

términos cuadraticos de los gradientes de velocidad. Finalmente se obtiene:
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DW

s 1 nm 1 L.
Dr' +§_ ""’u”'_mwfs-vg W,,s;nm*;VRW,S: (CS;r C,’_S)u”*'
n n 1 -
+Cs un;r-cr 'un;s-a,sp,r+a,f as"’Ey(usR,r urR,s) (10)
DISCUSION

La vorticidad en dos y tres dimensiones estd representada por las ecua-
ciones {9) y (10). Son obvias las simplificaciones para fluidos perfectos y para
homogeneidad o incompresibilidad. Sien un instante dado, el flujo es inrotacio-
nal, el miembro de la derecha en (9) y (10) representa la razén con la que la par-
ticula de fluido adquiere vorticidad. Debe notarse que para el caso de fluido
homogéneo en tres dimensiones el fluido adquiere vorticidad por la interaccién en-
tre el gradiente de velocidad y la aceleracién de Coriolis.

En ei caso de dos dimensiones, aparecen contribuciones adicionales que
son lineales respecto a las componentes de velocidad y al gradiente de curvatura
de la superficie, y ofras que provienen del gradiente de la aceleracion de Cariolis,
La adquisicién de vorticidad por las masas de agua moviéndose en ios océanos
desde o hacia los polos terrestres, es un ejempio de éstas.,

La ecuacion (10) para casos en dos dimensiones debe aplicarse cuidadosa-
mente. Se ha despreciado el efecto de la componente de la aceleracién perpendicu-
lar a la superficie. Esta componente tiene influencias en la distribucién de pre-
siones, y la manera de tomarla en cuenta dependerd en la forma en que el fluido es
restringido a dos dimensiones, ya sea que se suponga una superficie libre, o que el

fluido quede confinado como una pelicula entre dos superficies rigidas, etc. ...
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