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RESUMEN

Se introduce una generalizacion tensorial de las matrices de Pauli por me-
dio de tensores de segundo orden de finidos sobre una superficie en términos de
cantidades usuales de Geomeiria Diferencial. Se obtiene una aplicaciin en la
teoria de la membrana de superficies minimas, transformando a nuevas formulacio-
nes de la teoria en sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de primer or-
den 'y en una ecuacion diferencial parcial de segundo orden. Se analizan también

diversas expresiones de las condiciones a la frontera.
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ABSTRACT

A ftensorial ge neralization for the Pauli’s spin matrices is introduced by
using second order tensors defined upon a surface as functions of quantities
common in Differential Geometry, This generalization is applied to the membrane
theory of minimal surfaces by transforming to new formulations of the theory, i e.
to a system of first order partial differential equations and to a second order
partial differential equation. Different expressions for the boundary conditions

are also obtained,

INTRODUCCION

En lo teoria clasica de elasticidad la teoria de la membrana proporciona
una solucién aproximada al problema de calcular el estado de esfuerzos que man-
tiene en equilibrio un cuerpo cuya forma en el espacio semeja la de una superficie.

La solucién de la teoria de la membrana en principio es aplicable Unica-
mente en los casos en que sea permitido despreciar los esfuerzos no tangentes de
la superficie. Sin embargo, en todos los casos. la solucién de la teoria de la
membrana es importante. Y tiene la simplificacion que resulta de poder calcular
el estado de esfuerzos sin relacion directa al estado de deformacion.

En el pasado, los desarrollos mds importantes de la teoria de la membrana
han sido la inclusién de la notacién tensorial y la transformacion del sistema de
ecuaciones de equilibrio en una ecuacion diferencial parcial lineal, de segundo or-
den para una variable potencial, en términos de la cual los esfuerzos se obtienen
en funcion de derivadas parciales hasta de segundo orden.

E| presente trabajo pretende implementar la teoria de la membrana agregan-
do algunas técnicas de cdleulo stiles que provienen de la definicion de tensores
de segundo orden que tienen propiedades anélogas a las de las matrices de Pauli.

Estos tensores se definen en casi todas las superficies por las mismas
ecuaciones en funcién de cantidades usuales de geometria diferencial clasica.

Como excepciones tenemos al plano y a la esfera, de los cuales Gnicamente lo es-
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fera es de interés para la teoria de la membrana, y ha merecido otros tratamientos
(ver por ejemplo ref. 9, pag. 104).

La primera seccién del articulo estd dedicada a la introduccion de este
formalismo que serd aplicado en la segunda seccion a la teoria de la membrana de
superficies minimas donde se expresa el tensor de esfuerzos en la base de tenso-
res que generalizan las matrices de Pauli.

Se obtienen asi algunas formas nuevas de expresar el problema matematico
de la teoria de la membrana.

Las condiciones a la frontera de dichos problemas, en la base de tensores
aqui introducida, permiten una discusién detallada que presentamos en la tercera
seccion.

La teoria se puede extender facilmente a la teoria de la membrana de cua I-

quier superficie como se discute al final del articulo.

1. GENERALIZACION DE LAS MATRICES DE PAULI SOBRE UNA
SUPERFICIE

En geometria diferencial de superficies, se definen tres tensores importdan-
fesl;
1. El tensor métrico, o de la primera forma fundamental, cuyas componentes deno-

tamos por

aaﬁ (]-”

(Los subindices griegos tomardn los valores 1y 2).
Este tensor y su inverso a8 seran empleados para subir y bajar indices tensoria-
les.

2. El tensor de la sequnda forma fundamental

b, (1.2)
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3. El tensor antisimétrico

£

i ¥ (1.3)

Con estas cantidades se pueden formar dos invariantes escalares no triviales:

La curvatura media

uz%aaﬁaaﬁ (1.4)

y la curvatura gaussiana

K= b“ﬂeaﬂbﬁve (1.5)

ny

s

Los tensores a3 baﬁ son proporcionales Gnicamente cuando la superficie es
una esfera o un plano?.
En lo que sigue excluiremos el plano y la esfera de la discusién de mane-.

ra que vamos a suponer que

baﬁ,b Ha_, . (1.6)
Cuando se cumple la desigualdad (1.4) se tiene también la propiedad

H = K>0 . (1.7)

Esta expresion se anula solamente cuando la superficie es una esfera o un plano?,
Ademds (1.7) es una cantidad positiva definida porque es igual al cuadrado de la
semidiferencia de las curvaturas principales de la superficie.

Queremos introducir en este frabajo una base estandard para expresar cual-
quier tensor de segundo orden sobre una superficie arbitraria por medio de una

combinacién lineal de cuatro tensores.
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La base que vamos a emplear estd constituida por los tensores 8.0Y €5

y por los dos tensores simétricos

aw, 1 (€785 +57, €57) (1.8)
WH? - K
8% 1 - 5B By, (1.9)

Vit -k

Para demostrar que esos cuatro tensores son linealmente ind=rendientes,
romamos en cuenta (1.6); basta entonces demostrar que el tensor simétrico (1.8)
no puede expresarse como combinacién lineal de a5y bﬂB . Esta demostracion
se hace por reduccion al absurdo. Contraemos (1.8) con los dos tensores a5
ba_ﬁ . Se encuentra entonces que dicho tensor (1.8) es no nulo y linealmente in-
dependiente de a5 baﬁ , siempre que se satisfacen las desigualdades (1.6) y
(1.7) «

La base obtenida tiene propiedades interesantes:

1) Cualquier tensor de la base es autoinverso (excepto por un signo),

awam@ - 32’
a’y a
€ =3,
(1.10)
ay @
d dyﬁ = 3),3
ay -
J 37}9: 83 "
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Eagaaﬁ: 0
daﬁaaﬁ‘ =0 (1.11)
Baﬁﬂaﬁ:o .

3) La contraccién de dos tensores de la base es (excepto por el signo) otro ten-

sor de la base,

A A

CWET E Ba (1:12)
¥B B

Bayd = WE (1.13)
8 B

ayg = da . (1.14)

Estas propiedades muestran que los coeficientes del desarrollo de un ten-
sor arbitrario en la base estardn determinados por la mitad de la doble contraccidn
de los tensores de la base con el tensor arbitrario.

Las propiedades algebrdicas de los tensores de la base tienen similitud
con las propiedades algebrdicas de las matrices de Pauli. Respecto a sus propie-
dades analiticas sabemos que los dos tensores (1.1) y (1.3) tienen derivada cova-

riante nula., Y de la férmula de Codazzi

baﬁ-w-b:{)’-ﬁz 0 (1.15)
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en donde la coma denota la derivada covariante) se deducen las propiedades

(VW -k B) -1, (1.16)

(Vi?- de).ﬁ =H, . 1.17)

Emplearemos estas propiedades en la teoria de la membrana de cascarones en las

secciones siguientes.

2. TEORIA DE LA MEMBRANA DE SUPERFICIES MINIMAS

Las ecuaciones de equilibrio de esfuerzos de membrana en cada punto de

una superficie son”:

TQB.B =B el (2.1)
b's
a8
T b= 3, (2.2)
donde T*F es el tensor de esfuerzos de membrana sobre la superficie y oy

son las componentes de la densidad de fuerza externa por unidad de area,
Queremos considerar en este trabajo la teoria de la membrana de superficies

minimas. Las superficies minimas estdn caracterizadas por la propiedad

H=0, (2.3)

la cual implica que van a satisfacerse las siguientes ecuaciones, a las cuales se

reducen las ecuaciones de la seccién 1 cuando se satisface (2.3):

~
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VoK d g = €,b] (2.4)
V=K Ba,ﬁ = b g (2.5)
(V=K 3%) - 5™ -0 (2.6)
(V=K d“ﬁ).ﬁ -0 . (2.7)

En lo que sigue queremos estudiar las ecuaciones de equilibrio de mem-
brana (2.1) y (2.2) de una superficie minima haciendo uso de la base introducida
en la seccion precedente para desarrollar el tensor de esfuerzos T,g+ Por ser
este tensor simétrico bastan los tres tensores a5 daB y 5::,3 para expresar Ta.:B
como combinacién lineal de los mismos. Ademds, puesto que nos interesa consi-
derar la ecuacidn (2.1) donde aparece la divergencia del tensor que vamos a ex-
presar en funcién de la base, conviene modificar dicha base agregando los facto-
res V= K que nos permiten utilizar las propiedades (2.6) y (2.7) de las superfi-
cies minimas,

Expresamos entonces el tensor simétrico T, como combinacién lineal de

B
los tensores a5 V=K da.ﬁ y ba,@'

T =Tﬂa}e+FV‘KdaB+Gba (2-8)

af8 B -*

La determinacion del estado de esfuerzos sobre la superficie minima se
reduce ahora al cdlculo de los tres escalares T, F y G, para lo cual se substituye
la expresién (2.8) en las ecuaciones de equilibrio (2.1) y (2.2), tomando en cuen-
ta las propiedades de la base y de toda superficie minima.

La ecuacién (2.2) se convierte en
-2KG =3 ; (2.9)
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esta ecuacidn nos determina el invariante G,

S 2,70
6= (2.10)

sin necesidad de tomar en cuenta condiciones a la frontera,

Consideramos entonces que el tensor de esfuerzos de membrana toma la

forma

4 -9
TG,G = Tﬂaﬁ t+ Fyv= K qu 2_K‘bf1,3 (2-!0)

que es la mds general que satisface la ecuacisn (2.2); el problema es ahora la
determinacion de los dos escalares T y F, lo que se logra substituyendo la expre-
sién (2.10) en la ecuacidn de equilibrio (2.1).

Haciendo la substitucién mencionada se obtiene-el sistema de dos ecua-

ciones

T, +F,div=k-3 +(3) & . (2.12)
a5 “"\3K) ,

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, linea les, de primer or-
den en dos incégnitas, y podemos acudir ahora para su solucién a la literatura so-
bre el particular®:®,

Indiquemos, sin embargo, que cuando se expresa el sistema de ecuaciones
(2.12) tomando como coordenadas a las |ineas asintoticas, no es posible la aplica-
cion de las técnicas usuvales para la solucién de ese sistema. En todos los ofros
referenciales serd posible la aplicacién de fas técnicas estandard. El sistema
coordenado que parece dar la mayor simplificacién es el de las lineas de curvaty-
ra principal, donde el sistema (2.12) se convierte facilmente en la forma normal

considerada en el estudio de estas ecuaciones.

Otra alternativa que se presenta para resolver el sistema de ecuaciones
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(2.12) es la transformacién en una ecuacién de segundo orden, como se discute
en seguida. Despejando el gradiente T _de la ecuacion vectorial (2.12) se en-

cuentra

T 3 +(2Y ¥P-p Pk . (2.13)
P ‘a 2K a B
' B
Si conocemos la funcién F podremos construir este gradiente y con él, la funcion
T podra determinarse por cuadraturas.,
El problema se convierte en la obtencién de un escalar F tal que las com-
ponentes del| miembro derecho de (2.13) sean las de un gradiente. La condicion

para elloes

(F'ﬁdf E‘”‘\/—K).# = (Sae“#).u +

§ (_52) b8 e , (2.14)
2K &
' B o i

ecuacién que se expresa también en la forma

F. Bu Lol 2K

B _ e 3 /oK dPH (l) : (2.15)
. Bu

Esta és una ecuacién diferencial parcial, fineal, de segundo orden, inhomo
génea e hiperbélica, para la funcién F. Las curvas caracteristicas de esta ecua-
cion diferencial parcial son las lineas asintéticas de la superficie, que forman un
sistema ortogonal en toda superficie minima?® .

En la literatura de la teoria de la membrana de superficies se encuentran
ecuaciones del mismo tipo asociadas a la obtencion de esfuerzos ¥ 7% | Sin
embargo existen algunas diferencias esenciales respecto a nuestra ecuacion

(2.15).
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La principal diferencia radica en que en las publicaciones anteriores la
funcién que satisface una ecuacién diferencial parcial es una funcién potencial.
Los esfuerzos de membrana se obtienen en funcién de segundas derivadas del po-
tencial. Por el contrario, en esta publicacién los esfuerzos de membrana se ex-
presan directamente en términos de la solucién de la ecuacion diferencial (2.15).

De aqui deducimos en particular que, en nuestro caso, se obtienen inmedia-

tamente las constantes de integracion

Tu“aﬁ By ¥= K da,s (T,, E, constantes) . (2.16)

Estas son soluciones de las ecuaciones de equilibrio (2.1) y (2.2) enel caso en
que se anulen las fuerzas externas Say 3. Por otra parte las constantes de la
integracién (2.16) no se obtienen trivialmente de las ecuaciones propuestas en las
publicaciones que fueron antes citadas.

Otra caracteristica importante de nuestra ecuacion es el hecho de que la
solucion proporciona directamente los esfuerzos de membrana asociados a fuerzas
externas arbitrarias 3 y J. En las referencias (3) y (6), la ecuacién diferencial
aparece después que se ha obtenido una solucién particular del sistema (2.1). En
las referencias (7) y (8) la ecuacién diferencial parcial substituye al sistema de
ecuaciones (2.1) y (2.2), como en este trabajo, pero las fuerzas externas no son
arbitrarias como en la ecuacién (2.15).

Indicamos también que la ecuacién (2.15) tiene la ventaja (como en la refe-
rencia 8) de estar expresada en un sistema coordenado arbitrario puesto que hemos

utilizado notaciones tensoriales.

3. CONDICIONES A LA FRONTERA

En las aplicaciones de la teoria de la membrana es necesario conocer las
condiciones de equilibrio en uno o 11ds bordes de la superficie. En la frontera del
cascarén el equilibrio se establece entre esfuerzos de la superficie y esfuerzos

externos que la mantienen en equilibrio.
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La condicion de equilibrio en los bordes se expresa por la ecuacién

T8y _ 4o

y ) (3.1)

en donde T % es el tensor de esfuerzos de la superficie en la frontera, Ng es el
vector unitario sobre la superficie, perpendicular a la frontera, y 1% son las com-
ponentes contravariantes del esfuerzo externo por unidad de longitud de arco que
debe aplicarse para mantener la frontera en equilibrio.

Vamos a estudiar a continuacién la forma que adquiere la condicién de
equilibrio (3.1) en términos del formalismo introducido en la seccién 2.

Al utilizar la expresion (2.10) en la condicién de equilibrio (3.1) ésta se

transforma en la ecuacién
TN“+F\/-Kd“’3N'B= %baﬁNﬁﬂa (3.2)

Separamos esta ecuacion vectorial en sus partes normal y tangencial al borde y

encontramos entonces

T+FV/=KN d®N_ - S N 5*N_+N ¢° (3.3)
a B 2K o B a
y
aj L) af a B
BN ¥"Ny =9 __ N d¥N, +¢%€ N (3.4)

2V=K

Estas dos ecuaciones permiten conocer en general el valor en la frontera de los
escalares T y F en funcién de
a) la componente normal a la superficie de la fuerza externa por unidad ae
drea J,
b) los esfuerzos externos t2 que equilibran el corte.

¢) las geometrias de la superficie y del borde.
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‘Despejando T y F de (3.3) y (3.4) se deducen

F = 3 N a®Bn_ +1% N3 /N b%ON (3.5)
—=a B af a 8
V=K
y
) af . A = ap
7= ﬁNab N; t N ¢ FY KN d N, - (3.6)

Se observa que el valor de F en el borde no depende de la componente de % nor-
mal a la curva frontera.

No siempre es posible despejar los escalares T y F para obtener las ecua-
ciones (3.5)y (3.5). Se presenta el caso particular cuando N* satisface la igual-
dad

A (3.7)

En este caso la ecuacidn (3.4) se reduce a la condicién

3 N, d*N N -0 (3.8)

+taea
2V=K

B 8

que es ahora independiente de los escalares T y F y determina la componente tan-
gencic;l del esfuerzo externo ¢ en funcién de 3 y de la geometria. Ademds la
ecuacion (3.3) no es ahora suficiente para determinar los dos invariantes T y F
en la frontera. La ecuacién (3.7) se satisface cuando el vector N* esté en la di-

'. Como las lineas asintéticas forman un sistema

reccion de una linea asintética
ortogonal en las superficies minimas, encontraremos este caso en todo punto don=
de la frontera coincida con o sea tangente a una linea asintética.

Algunos problemas asociados a la solucién de la ecuacién diferencial par-

cial (2.4) requieren de la especificacién en la frontera no sélo del valor de F sino
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también de la componente del gradiente de F perpendicular a la frontera,

F N . (3.9)

Queremos indicar la manera de encontrar esta cantidad a partir del conocimiento
de los dos invariantes F y T en la frontera, dados por las ecuaciones (3.5) y (3.4).
Las derivadas de F y T respecto a la longitud de arco a lo largo del borde

satisfacen las ecuaciones

dF _ B
E::"_ae NB (3.10)

dT =T €"N, . (3.11)
ds

La primera nos permite conocer la componente tangencial del gradiente de F. La
segunda serd utilizada para deducir otra componente del gradiente.
Puesto que en el borde se satisface la ecuacién de equilibrio (2.13) pode-

mos substituirla en (3.11) y deducir la ecuacisn

(3.12)

4T 4|l g+ (3 | N - F 58N
ds e 2K 70‘ B i B

La cantidad P bc”BNB es proporcional a una componente del gradiente de F.
El factor de proporcionalidad y la direccién de dicha componente se pueden encon-
trar expresando %8 y Nﬁ en funcion.de los vectores propios de 5”8 o en otra for-
ma similar. La'componente (3.12) serd proporcional a la componente tangencial
(3.10) dnicamente cuando Ny esté dirigido a lo largo de una linea asintética.

En los ofros casos, la componente (3.9) podrd obtenerse como combinacion
lineal de (3.10) y (3.12). Lo cantidad (3.12) serd proporcional a (3.9) cuando el

« ” a 5 . . . T
vector unitario N~ apunte en una direccion principal de la superficie®
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5 Ny=t /=K N* (3.13)

y el factor de proporcionalidad en valor absoluto serd entonces

V=K . (3.14)

Con frecuencia se presentan dos posibilidades para establecer el equilibrioen la

frontera:
1) Se especifican los esfuerzos deseados % en la curva frontera y se ob-

tiene el tensor T *° que satisfaga las ecuaciones de equilibrio de la
seccién precedente y las condiciones a la frontera.

2) Se determina alguna solucion 7% de las ecuaciones de equilibrio en el
interior de la superficie y, dada la curva frontera, se deducen entonces

de (3.1) las componentes ¢ necesarias para equilibrar el borde.

Esta segunda posibilidad es mds ingenua y su cardcter particular la hace

inconveniente desde el punto de vista tedrico pues impide fijar libremente las com-

ponentes f 5 .

DISCUSION

Se ha obtenido una generalizacién tensorial de las matrices de Pauli, Los
cuatro tensores que constituyen la generalizacién se expresan en funcién de can-
tidades usuales de geometria diferencial de superficies. Intervienen en su defini-
cién, tanto cantidades ligadas con la geometria intrinseca de la superficie, las
cuales pueden expresarse en funcién del tensor métrico, como también cantidades
relacionadas con la forma de la superficie en el espacio de tres dimensiones, que
dependen también de lo segunda forma fundamental.

El uso de esta base es recomendabl.e en problemas donde aparecen tenso-

res de segundo orden definidos sobre una superficie.

El caso tipico donde este formalismo puede rendir muchos frutos es la teo-

ria elastica de cascarones. En particular, la teoria de la membrana se simplifica
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al expresar el tensor de esfuerzos en términos de la base de tensores tipo Pauli.

Hemos utilizado, como ejemplo, la teoria de la membrana de superficies

minimas debido a sim~lificaciones formales dignas de tomarse en cuenta.

Analicemos ahora el caso mds generai de una superficie arbitraria (no ne-

cesariamente minima) para ver las diferencias con nuestro ejemplo.

1. El tensor de esfuerzos en la base de tensores tipo Pauli es funcion de
tres escalares.

2. La ecuacién (2.2) se convierte en una ecuacion lineal entre dos de los
escalares, que permite expresar uno de ellos en funcion del otro.

3. Al substituir el tensor de esfuerzos, funcién ahora de dos escalares in-
dependientes, en la ecuacién (2.1) nos conduce a un sistema de dos
ecuaciones diferenciales parciales, lineales, expresado en notacion
tensorial. Este sistema depende de los gradientes de los dos escala-
res y en general, depende también de los escalares mismos; por lo tan-
to, no serd siempre inmediata la transformacion a una ecuacién diferen-
cial parcial de segundo orden para uno de los escalares.

4. Las condiciones a la frontera permitirdn especificar en general los dos
escalares independientes que determinan el tensor de esfuerzos en el
borde.

5. Los casos patolégicos estardn siempre asociados a las lineas asintéti-
cas de la superficie. Para las superficies elipticas, donde las lineas
asintéticas no son reales, la teoria carecerd de las excepciones asocia-
das a las direcciones asintoticas.

Hemos visto que la seleccién de la clase de superficies minimas tiene las

siguientes caracteristicas adicionales.

1. Uno de los tres escalares estd determinado por la ecuvacion (2.2). Es
decir, lo base se adapta mejor al problema que en el caso general.

2. El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido depende Unicamente
de dos gradientes y la transformacién a una ecuacién diferencial par-
cial de segundo orden es sencilla.

3. El tratamiento empleado permite suprimir varios inconvenientes encon-

trados cuando se considera lg teoria de la membrana de superficies mi-
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nimas por los métodos usuales®. En particular, es posible especifi-
car condiciones a la frontera que se adaptan a las formas mds conoci-
das encontradas en los teoremas de existencia y en los métodos de so-
lucion numérica.

Creo que una extensién interesante al presente fraboio podria encontrarse
al obtener una generalizacién semejante para las matrices de Dirac en un espacio
Riemanniano de cuatro dimensiones. Esta generalizacidn seria de interés para k
formulacion de la ecuacién de Dirac en relatividad general, al relacionarla a los

problemas de inmersion de métricas Riemannianas en espacios pseudoeuclideanocs.
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