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RESUMP.S

St ;'ltroduct ,ma generalización tensorial d(" las matrices d(" Pauli por me-

dio de te'IS(X("S de segundo orde" d("finidos sobre una superficie 01 tirmúJOs de

cantidades usuales de Geometría Difnencial. Se obtiene una aplicación en la

teoría de la membrana de superficies mínimas. transformando a nuevas formulacio-

nes de la InAía en sislemas de ecuaciones difntnciales parciales de primer or-

dOI )' tn urla tct«lción diferencial parcial de segundo orden. Se analizan lambiin

diversas expresiones de las condicimles a la /rantna.
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,1 l~n5f.Jrial gt nnalizali071/U' Ih~ Pau/i's spin malric~s ;s ;Tllroduc~d by

using :s~coTld {Jrd~r l~n:S{Jr:sde/in~d upon a :stJr/ac~ as /tmclions o{ quanl;li~:s

common in f);I{~r~nlial G~om~/ry. 'T'his g~n~ralizalio,¡ ;s applied lo Ih~ membran~

Ib~ory o{ m;'l;mal sur{aus by Irans{ormir¡g lo 'I~W {ormuialioTls of Ih~ Ih~or)'. ;.~.

lo a sys/~m 01 fir:sl ordn parlial diff~r~'llial ~qualioTl:S and lo a s~c()nd arda

parlíal d;ff~r~nlíal ~qualio1J. Diff~r~1JI ~xpr~:SSíorlS far Ih~ boundary condítíons

ar~ also obtairl~d.

INTRODUCCION

En lo teoría clásica de elasticidad la teoría de lo membrana proporciona

una solución aproximada 01 problema de calcular el estado de esfuerzos que man"

tiene en equilibrio un cuerpo cuya formo en el espacio semeja lo de una superficie.

Lo solución de lo teoría de la membrana en principio es aplicable única.

mente en los cosos en que seo permitido despreciar los esfuerzos no tangentes de

la superficie. Sin embargo, en todos los casos. lo solución de la teoría de la

membrana es importante. Y tiene lo s implificación que resulta de poder ca Icular

el estado de esfuerzos sin relación directa al estado de deformación.

En el pasado, los desarrollos más importantes de la teoría de la membrana

han sido lo inclusión de la notación tensorial y la transformación del sistema de

ecuaciones de equilibrio en una ecuación diferencial parcial lineal, de segunda 0".
den paro una variable potencial, en términos de la cual los esfuerzos se obtienen

en función de derivadas parciales hasta de segundo orden.
El p-esente trabajo pretende implementar la teoría de la membrana agregan.

do algunos técnicos de cálculo útiles que provienen de la definición de tensores

de segundo orden que tienen propiedades análogas a las de las matrices de Pauli.

Estos tensores se definen en casi todos los superficies por las mismas

ecuaciones en función de cantidades usuales de geometría diferenciol clásico.

Como excepciones tenemos 01 plano yola esfera, de los cuales única~ente la es.
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fero es de interés poro la teoría de la membrana, y ha merecido otros tratamientos

(ver por ejemplo ref. 9, pog. 104).
La primero sección del artículo está dedicada a la intreducción de este

formalismo que será aplicado en lo ~egunda sección o lo teoría de la membrana de

su~rficies mínimos donde se expreso el tensor de esfuerzos en la base de tenSo"

res que generalizan los matrices de Pauli.
Se obtienen así algunas formas nuevos de expresar el problema motematico

de la teoría de lo membrana.
Los condiciones o lo frontero de dichos problemas, en la base de tensores

aquí introducido, permiten una discusión detallada que presentamos en la tercero

sección.
La teoría se puede extender fácilmente o lo teoría de la membrana de cual ..

quier superficíe como se discute al final del artículo.

l. GENERALIZACION DE LAS MATRICES DE PAULI SOBRE UNA

SUPERFICIE

En geometría diferencial de superficies, se definen tres tensores. importan.

tes 1:

l. E I tensa métrico, o de lo primero formo fundamento 1, cuyos componentes deno--

ta mos por

(Los subíndices griegos tomarán los valores 1 y 2).

Este tensor y su inverso aa/3 serán empleados paro subir y bajar índices tensorio ..

les.

2. E I tensor de lo segundo forma fundamento I

b
0/3
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(103)

Con estas cantidades se pueden formar dos invariantes escalares no triviales;

Lo curvatura medio

1/ = !.- a alJ b
2 alJ

y la curvatura gaussiana

(104)

(105)

Los tensores aa.¡3 y ba¡3 son proporcionales únicamente cuando lo superficie es

una esfera o un plano2•

En laque sigue excluiremos el plano y la esfera de lo discusión de monea

ro que vamos a suponer que

Cuando se cumple la des igua Idad (1.6) se tiene también la propiedad

1/'-K>Oo

(1.6)

(1.7)

Esto expresión se anulo solamente cuando lo superficie es uno esfera o un plano2•

Además (1.7) es una cantidad positiva definido porque es igual al cuadrado de la

semidiferencia de las curvaturas principales de la superficie.

Queremos introoucir en este trabajo una base estandard para expresar clJJl.

quier tensor de segundo orden sobre una superficie arbitrario por medio de una

combinación lineal de cuatro tensores.
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La base que vamos o emplear está constituido por los tensores a a/3 y f.a/3
y por los dos tensores simétricos

3d)3= 1 (bd)3.Had)3)

/ii':K

(l.8)

(1.9)

Para demostrar que esos cuatro tensores son linealmente ind~roendientes,

Tomamos en cuenta (1.6); basta entonces demostrar que el tensor simétrico (1.8)

no puede eXp"esarse como combinación lineal de a 0./3 y ba/3. Esta demostración

se hace por reducción al absurdo. Contraemos (1.8) con los dos tensores aa/3 y

ba/3. Se encuentra entonces que dicho tensor (l.8) es no nulo y linealmente in-

dependiente de ad)3 y b dJ3' s iempre que se satisfacen las des igualdades (1.6) y

(l.7).

La base obtenida tiene propiedades interesantes:

1) Cualquier tensor de la base es autoinverso (excepto por un signo),

(1 .1 O)
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2) La traza de cualquier tensor de la base exceptuando al tenSor métrico es nulo,

E aaIJ_ O
.:).8 -

(1.11)

3) La contracción de dos tensores de la base es (excepto por el signo) otro ten-

sor de la base,

(1.12)

(1.13 )

(1.14)

Estos propiedades muestran que los coeficientes del desarrollo de un ten-

sor arbitrario en la base estarán determinados por lo mitad de lo doble contracción

de los tensores de la base con el tensor arbitrario.

Las propiedades algebráicas de los tensores de lo base tienen similitud

con las propiedades algebróicas de las matrices de Pauli. Respecto a sus propie-

dades analíticos sabemos que los dos tensores (1.1) y (1.3) tienen derivado cova-

riante nula. Y de la fórmula de Codazzi

b -b -OtlI3.'Y 3.'Y./3-
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en donde la como denoto la derivado covoriante) se deducen las propiedades

(1.16)

(1.17)

Emplearemos estas propiedades en la teerio de la membrana de cascarones en las

secciones siguientes.

2. TEORIA DE LA MEMBRANA DE SUPERFICIES MINIMAS

Los ecuaciones de equilibrio de esfuerzos de membrana en cado punto de

una superficie sonJ:

(2.1)

y

donde Ta/3 es el tensor de esfuerzos de membrana sobre la superficie y Z. • Jo
o

son los componentes de la densidad de fuerza externa por unidad de área.

Queremos considerar en este trabajo la teoría de la membrana de superficies

mínimas. Los suoerficies mínimos están caracterizados por la propiedad

11 = O • (2.3)

lo cual implico que von o satisfacerse las siguientes ecuaciones, a las cuales se

reducen las ecuaciones de lo sección 1 cuando se sQtisface (2.3):
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(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

En lo que s igue queremos estudiar las ecuaciones de equi librio de mem.

Irana (2.1) y (2.2) de una superficie mínima haciendo usode la base introducida

en la sección precedente para desarrollar el tensor de esfuerzos Tal3• Por ser

este tensor simétrico bastan los tres tensores 0a./3' da./3 y 3a,1 para expresar T:.e
como combinación lineal de los mismos. AdemÓs, puesto que nos interesa consi.

derar la ecuación (2.1) donde aparece la divergencia del tensor que vamos a ex.

presar en función de la base, conviene modificar dicha bese agregando los facto.

res .cK que nos permiten utilizor las propiedades (2.6) y (2.7) de las supedi.

cies mínimas.

Expresamos entonces el tensor simétrico Ta/3 como combinación lineal de

los tensores a 13' .r-K d 13Y b •a a a/3

(2.8)

La determinación del estado de esfuerzos sobre la superficie mínima se

reduce ahora al cálculo de los tres escalares T,F y G, para lo cual se substituye

la expresión (2.8) en" las ecuaciones de equilibrio (2.1) y (2.2), tomando en euen.

ta las propiedades de la base y de tooa superficie mínima.

La ecuación (2.2) se convierte en

-2KG=:J ; (2.9)
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G= _ 3
2K (2.1 O)

sin necesidad de tomar en cuenta condiciones a la frontera.

Consideramos entonces que el tensor de esfuerzos de membrana tomo la
forma

TaIJ = Ta i3 + F ~ d i3 - -ª- b i3a a 2K a (2.10)

que es la más general que satisface la ecuación (2.2); el ~oblema es ahora la

determinación de los dos escalares T y P, lo que se logra substituyendo la expre-

sión (2.10) en lo ecuación de equilibrio (2.1).

Haciendo la substitución menc ionada se obtiene.e I s istema de dos ecua-
ciones

(2.12)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, lineales, de primer ora

den en dos incógnitos, y podemos acudir ahora paro su solución a la literatura so.
bre el particular<4.s.

Indiquemos, sin embargo, que cuando se expresa el sistema de ecuaciones

(2.12) tomando como coordenadas a las líneas aSintóticas, no es posi ble la aplica.

ción de las técnicas usuales para la solución de ese sistema. En todos los otros

referenciales seró posible lo aplicación de fas técnicas estandard. El sistema

coordenado que parece dar la mayor simplificación es el de los líneas de curvatu.

ro principal, donde el sistema (2.12) se convierte fócilmente en lo forma normal
considerada en el estudio de estas ecuaciones.

Otra alternativo que se presenta paro resolver el sistema de ecuaciones
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(2.12) es lo transformación en uno ecuación de segundo e:t'den, como se discute

en seguido. Despejando el gradiente T de lo ecuación vectorial (2.12) se en.o."
cuentra

T ;) +(jL) b~-F d~'¡-K.0. ,a 2K 0../3 a.~ (2.13)

Si conocemos la función F podremos construir este gradiente y con él, la función

l' podró determinarse por cuadraturas.

El fX"oblema se convierte en la obtención de un escalar F tal que las com-

ponentes del miembro derecho de (2.13) sean las de un gradiente. La condición

paraelloes

(2.14)

ecuación que se expreso también en lo fOrma

(2.15)

Esto es una ecuación diferencial parcial, lineal, de segundo orden, ¡nhomo-

génea e hiperbólico, p:na la función F. Las curvos característicos de esto ecua .•

ción diferencial parcial son los líneas asintóticos de la superficie, que formon un

sistema ortogonal en toda superficie minima2•

En la literatura de la teoría de la membrana de superficies se encuentran

ecuaciones del mismo tipo asociados o lo obtención de esfuerzos J. 6. 7. a .. Sin

embargo ex isten algunas d iferenc ias esenc ia les res pecto a nuestra ecuación

(2.15) •
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La principal diferencia radica en que en las publicaciones anteriores lo

función que satisface uno ecuación diferencial parcial es una función potencial.

Los esfuerzos de membrana se obtienen en función de segundas derivadas del po.

tencial. Por el contrario, en esta publicación los esfuerzos de membrana se ex.

Jl"eson directamente en términos de la solución de la ecuación diferencial (2.15).

De aquí deducimos en particular que, en nuestro caso, se obtienen inmedia-

tamente las constantes de integración

(2.16)

Estas son soluciones de las ecuaciones de equilibrio (2.1) y (2.2) en el caso en

que se anulen las fuerzas externas 3 y 3. Por otra parte las constantes de la
a

integración (2.16) no se obtienen trivialmente de las ecuaciones propuestas en las

publicaciones que fueron antes citadas.

Otra característico importante de nuestra ecuación es el hecho de que la

soJución proporciono directamente los esfuerzos de membrana asociados o fuerzas

externos arbitrarias 3- y 3-. En las referencias (3) y (6), lo ecuación diferencial
o

aparece después que se ha obtenido uno solución IXJrticular del sistema (2~1). En

las referencias (7) y (8) la ecuación diferencial parcial substituye al sistema de

ecuaciones (2.1) y (2.2), como en este trabajo, pero las fuerzas externos no son

arbitrarios como en la ecuación (2.15).

Indicamos también que la ecuación (2.15) tiene la ventaia (como en la refe~

rencia 8) de estar expresada en un sistema coordenado arbitrario puesto que hemos

utilizado notaciones tensoriales.

3. CONDICIONES A LA FRONTERA

En las aplicaciones de la teoría de la membrana es necesnrio conocer las

condiciones de equilibrio en uno o •.,és bordes de la superficie. En la frontero del

cascarón el equilibrio se establece entre esfuerzos de la superficie y esfuerzos

externos que la mantienen en equilibrio.
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La condición de equilibrio en los bordes se expresa por la ecuación

(3.1 )

en donde ra.¡3 es el tensor de esfuerzos de la superficie en la frontera, N/3 es el

vector unitario sobre la superficie, perpendicular a la frontera, y ta. Son las Com-

ponentes contravcriantes del esfuerzo externo por unidad de longitud de arco que

debe aplicarse pera mantener la frontera en equilibrio.

Vamos a estudiar a continuación la fama que adquiere la condición de

equilibrio (3.1) en términos del formalismo introducido en la sección 2.

Al utilizar la expresión (2.10) en la condición de equilibrio (3.1) ésta se

trens forma en la ecuación

+ ,a (3.2)

Separamos esta ecuación vectorial en s'us partes normal y tangencial al borde y

encontramos entonces

y

-ª-N ha./3N + N ta.
2K a 13 a

(3.3)

(3.4)

Estas dos ecuaciones permiten conocer en general el valor en lo frontera de los

esca lores l' y F en función de

a) la componente normal a la superficie de la fuerza externa por unidad ce
área 3.

b) los esfuerzos externos ta que equilibron el corte.

c) las geometrías de la superficie y del borde.
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F=

y

(3.5)

(3.6)

Se observe que el valor de F en el borde no depende de la componente de la nor-

ma I a la curve frontera.

No siempre es pos ible despejar 105 escolares T y F para obtener las ecua-

ciones (3.5) y (3.1,). Se presenta e I caso particular cuando Na satisface la igual-

dad

a /3
N ba/3 N = O •

En este caso lo ecuación (3..4) se reduce a la condición

(3.7)

+ la. N/3 _ O
a/3 - (3.8)

que es ahora independiente de 105 escalares T y F Y determina lo componente tan-

genci~1 del eduerzo externo la en función de 3 y de le geometría. Además lo

ecuación (3.3) no es ahaa suficiente paro determinar 105 dos invariantes T y F

en lo frontera. Lo ecuación (3.7) se satisface cuando el vector Na está en lo di-

rección de uno línea asintótica1• Como Jos líneas asintóticos faman un sistema

ortogona I en los s uperfic ies mínimas, encontraremos este coso en todo punto don-

de la frontera coincida con o seo tangente a una línea os ¡ntótica.

Algunos problemas asociados a la solución de la ecuación diferencial par-

cial (2.4) requieren de la especificación en la frontero no sólo del valor de P sino
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lambién de la componente del gradiente de F perpendicular o lo frontero,

F Na,o (3.9)

Queremos indicar la manero de encontrar esto cantidad a partir del conocimiento

de los dos invariantes F y T en la frontera, dados por los ecuaciones (3.5) y (3.6).

Los derivadas de F y T respecto o lo longitud de orco o lo largo del borde

satisfacen los ecuaciones

dE' E' 0/3 N
= , /3d. .0

dT T 0/3 N

d.
,o ' /3

(3.10)

(3.11 )

Lo primera nos permite conocer la componente tangencial del gradiente de F. Lo

segunda seró utilizado para deducir otra componente del gradiente.

Puesto que en el borde se satisface la ecuación de equilibrio (2.13) pode-

mos substituírla en (3.11) y deducir lo ecuación

dT
d.
t [E' t (~) byJ ,0/3 N =o 2K o /3.y

(3.12)

La cantidad f" ba/3N/3 es proporcional a una componente del gradiente de F •
•0

El factor de proporcionalidad y la dirección de dicha componente se pl.eCfenencon-

trar expresando baj3 y Nj3 en función, de los vectores propios de b'Y/3 o en otra for-

mo similar. La componente (3.12) será propacional o lo componente tangencial

(3.10) únicamente cuando Nj3 esté dirigido a lo largo de una línea asintótica.

En los otros cosos, la componente (3.9) podrá obtenerse como correinacioo

lineal de (3.10) y (3.12). La cantidad (3.12) seró prapOfc iana I a (3.9) cuondoel

vecta unitario Na apunte en una dirección principal de la superficiel
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(3.13)

y el factor de proporcionalidad en valor absoluto será entonces

.ci . (3.14)

Con frecuencia se presentan dos posibilidades poro establecer el equilibrio en la

frontera:
1) Se especifican los esfuerzos deseados ,a. en la curvo frontero y se ob-

tiene el tensor ya.13 que satisfago las ecuaciones de equilibrio de lo

sección precedente y los condiciones o la frontera.

2) Se determino alguna solución Taf3 de los ecuaciones de equilibrio en el

interior de la superficie y, dada lo curva frontera, se deducen entonces

de (3.1) las componentes ,a. necesarias porOequilibrar el borde.

Esto segundo posibilidad es más ingenuo y su carácter particular lo hoce

inconveniente desde el punto de vista te6rico pues impide fijar libremente los com-

ponentes la..

DISCUSION

Se ha obtenido una generalización tensorial de las matrices de Pauli. Los

cuatro tensores que constituyen lo generalización se expresan en función de con-

tidades usuales de geometría diferencial de superficies. Intervienen en su defini-

ción, tanto cantidades ligadas con lo geometría intrínseca de la superficie, las

cuales pueden exs;:t'esarse en función del tensor métrico, Como también cantidades

relacionadas con la forma de la superficie en el espacio de tres dimensiones, que

dependen también de la segunda fcrma fundamental.

El uso de esto base es recomendable en problemas donde aparecen tenso-

res de segundo orden definidos sobre uno superficie.
El caso típico donde este formalismo puede rendir muchos frutos es lo teo-

ría elástico de cascarones. En particular, la teoría de lo membrana se simplifico
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al expresar el tensor de esfuerzos en términos de la base de tensores tipo Pauli.

Hemos utilizado, como ejemplo, la teoría de lo membrana de superficies

mínimas debido o sim ....lificaciones formales dignas de tomarse en cuento.

Analicemos ahora el caso mós generai de una superficie arbitraria (no nee

cesariamente mínima) para ver las diferencias con nuestro ejemplo.

l. El tensor de esfuerzos en la base de tensores tipo Pauli eS función de

tres escalares.

2. Lo ecuación (2.2) se convierte en una ecuación lineal entre dos de los

escalares, que permite expresar uno,de ellos en función del otro.

3. Al substituir el tensor de esfuerzos, función ahora de dos escalares ine

dependientes, en lo ecuación (2.1) nos conduce a un s istemo de dos

ecuaciones diferenciales parciales, lineales, expresado en notación

tensorial. Este sistema depende de los gradientes de los dos escalae

res yen general, depende también de los escalares mismos; por lo ton-

to, no seró siempre inmediata lo transformación a una ecuación diferen.

cial parcial de segundo orden para uno de los escalares.

4. Las condiciones o la frontero permitirón especificar en general los dos

escalares independientes que determinan el tensor de esfuerzos en el

borde.
5. Los casos patológicos estorán siempre asociados a las líneas asintótie

cas de lo superficie. Paro las superficies elípticos, donde las líneas

asintóticas no son reales, lo teoría carecerá de las excepciones osocioe

dos o las direcciones asintóticas.

Hemos visto que la selección de la clase de superficies mínimas tiene los

s iguientes características od iciona les.

1. Uno de los tres esca lares estó determinado por lo ecuación (2.2). Es

decir, la base se adapto mejor al problema que en el caso general.

2. El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido depende únicamente

de dos gradientes y lo transformación a uno ecuación diferencial por.

ciol de segundo orden es sencillo.

3. El tratamiento empleado permite suprimir varios inconvenientes e~,=one

trados cuando se considera lo teoría de lo membrana de superficies míe
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"imas por los métodos u5uales
8
• En particular, es posible especifi-

car condiciones a la frontero que se adoptan a los formas más conoci-

das encontrados en los teoremas de existencia yen los métodos de so-

lución numérico.

Creo que unO extensión interesante al presente trabajo podría encontrarse

01 obtener una generalización semejante para los motrices de Dirac en un espacio

Riemanniano de cuotro dimensiones. Esta generalización sería de interés poro la

formulación de la ecuación de Diroc en r&lotividad general, 01 relacionarlo a los

problemas de inmers ión de métricos Riemannianas en espacios pseudoeuclideanos.
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