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Las curvas porosiḿetrica y granuloḿetrica del suelo son relacionadas bajo el supuesto de una relación de vaćıos constante en las diferentes
escalas y una relación entre los tamãnos de poro y partı́cula en un empaquetamiento dado. En la relación entre los tamãnos de poro y partı́cula
se hace intervenir un factor de alargamiento de las partı́culas basado en el modelo de Arya y Paris o un factor de tortuosidad de las trayectorias
de flujo basado en el modelo de Fuentes. Puesto que la curva porosimétrica est́a asociada a una curva de retención de humedad del suelo, la
relacíon propuesta puede ser utilizada para estimar estaúltima a partir de la curva granulométrica. La relacíon entre las curvas es validada en
algunos suelos reportados en la literatura, con buenos resultados.

Descriptores:Porosidad areal; porosidad volumétrica; relacíon fractalárea-volumen; factor de tortuosidad; probabilidad conjunta.

The particle and void sizes distributions of the soil are related with the assumption that a void constant relationship at all different scales and
a relationship between pore and particle size of a given packing. In the relationship between pore and particle sizes, a particle elongation
factor is applied based on the Arya and Paris model. A flow trajectory tortuosity factor based on the Fuentes model can also be applied. Since
the void size distribution is associated to the soil water retention curve, the proposed relationship can be used to estimate this curve from
particle size distribution.

Keywords: Areal porosity; volumetric porosity; fractal area-volume relationship; tortuosity factor; joint probability.

PACS: 47.56.+r; 92.40.km; 92.40.Cy.

1. Introducción

La curva de retención de humedad, que relaciona la carga de
presíon del agua en el suelo con el contenido de agua, y la
curva de conductividad hidráulica, que relaciona la conducti-
vidad hidŕaulica con el contenido de agua, son de fundamen-
tal importancia en el estudio de las transferencias de agua en
el suelo. Debido a que la determinación de estas curvas ge-
neralmente consume tiempo y es costosa, se han propuesto
métodos indirectos de estimación; la curva de conductividad
hidráulica se estima a partir de la curva de retención de hume-
dad a trav́es de modelos capilares, y la curva de retención a
partir de propiedades ḿas accesibles del suelo como la curva
granuloḿetrica, densidad voluḿetrica y contenido de mate-
ria orǵanica, entre otras. Nuestro interés en este trabajo es
establecer posibles relaciones entre las curvas de retención
de humedad y granuloḿetrica.

La curva de retención θ (ψ) induce una curva poro-
simétrica,Fv (R), ya que la carga de presión del agua en el
suelo (ψ) est́a asociada a un radio (r) o diámetro (R) equiva-
lente de poro a trav́es de la ley de Laplace:

|ψ| = λ2
L

r
cos (αc) , (1)

en donde la escala capilar está definida porλL =
√

2σ/ρwg
[1], g es la aceleración gravitacional,ρw es la densidad del
agua yσ es la tensíon en la interfaz agua-aire, a una tempera-
tura de 20◦C : λL

∼= 0.3860 cm;αc es elángulo de contacto
formado entre la interfaz y las partı́culas śolidas, asumido ge-
neralmente constante e igual a cero.

Las curvas porosiḿetrica y granuloḿetrica se han ligado
mediante una relación de similitud y una relación entre los
tamãnos de poros y partı́culas del suelo [2–6].

En el modelo de Arya y Paris [2], la curva granulométri-
ca Fs (D) es discretizada en clases, de modo que la clase
i-ésima, representada por el diámetro equivalente de partı́cu-
la Di, contiene una masa∆Fsi y un ńumero de partı́culas
∆Nsi = 6∆Fi/πρ0D

3
i , donde la densidad de partı́culas (ρ0)

es asumida constante. Considerando que la relación de vaćıos
en cada clase es constante e igual al valor macroscópico y que
el espacio poroso en cada clase puede ser representado por un
tubo ciĺındrico de díametroR y longitudDi∆Nsi, ellos de-
ducen la relacíon entreR y D siguiente:
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Ri = Di

√
2
3
e (∆Nsi)

1−α, (2)

en donde(∆Nsi)
1−α, con α ≥ 1, es un factor de alarga-

miento que resulta de la consideración de que cada una de
las part́ıculas contribuye ḿas a la longitud que el diámetro
de una esfera equivalente; estos autores recomiendan el va-
lor medio deα = 1.38, obtenido mediante la calibración del
modelo sobre algunos suelos.

Haverkamp y Parlange [7], hacen la observación funda-
mental de que la relación entreR y D de Arya y Paris [2],
proporcionada por la Ec. (2), no esúnica ya que depende del
número de clases; este hecho puede verse fácilmente cuando
la curva es discretizada de modo que cada clase contenga la
misma cantidad de la masa unitaria de suelo∆Fi = 1/Nc

con i = 1, 2, ..., Nc, dondeNc es el ńumero de clases; en
tal situacíon ∆Nsi =

(
6/πρ0D

3
i

)
. Como alternativa Haver-

kamp y Parlange [3] proponen una relación lineal entreD
y R, la cual aplican en algunos suelos arenosos con buenos
resultados:

D = γHP (R/2) , (3)

dondeγHP es un coeficiente de empaquetamiento.
En el ańalisis realizado por Hwang y Powers [6], en sue-

los arenosos del catálogo UNSODA [8], se utiliza la ley po-
tencial, estudiada por Rouault y Assouline [9]:

D = u (R/2)υ , (4)

dondeu y υ son paŕametros emṕıricos a determinar. Los auto-
res sẽnalan que la relación lineal es insuficiente incluso en
suelos arenosos, ya queυ es definitivamente diferente de la
unidad.

El objetivo del presente trabajo es el establecimiento de
algunas posibles relaciones entre los tamaños de poros y
part́ıculas del suelo basadas en los modelos de medio poroso
propuestos por Arya y Paris [2], y Fuentes [4,5].

2. Teoŕıa

Se acepta la hiṕotesis de que la curva granulométricaFs (D)
y la curva porosiḿetricaFv (R) admiten las funciones densi-
dadesfs (D) y fv (R), y que el ńumero de partı́culasNs (D)
y el número de porosNv (R) admiten las funciones densida-
desns (D) y nv (R), definidas de manera que [10]:

Ns (D) =

∞∫

D

ns (r) dr, (5)

Fs (D) =

D∫

0

fs (r) dr, (6)

Nv (R) =

∞∫

R

nv (r) dr, (7)

Fv (R) =

R∫

0

fv (r) dr, (8)

las funcionesFs (D) y Fv (R) se encuentran normalizadas,
es decirFs (∞) = 1 y Fv (∞) = 1.

Las funciones densidadesfs (D) y ns (D) pueden rela-
cionarse entre sı́, considerando que el volumen de partı́cu-
las en el intervalo(D − dD/2, D + dD/2) es proporciona-
do por:

dVs (D)=
(π

6

)
H3

s fs (D) dD=
(π

6

)
D3ns (D) dD, (9)

donde(π/6)H3
s = Vst = Mt/ρ0 es el volumen total de las

part́ıculas en una unidad de masa de suelo seco (Mt = 1);
el volumen total del suelo (Vt) est́a definido de modo que
(π/6)H3

t = Vt = Mt/ρt, dondeρt es la densidad del suelo
seco.

Una relacíon ańaloga puede ser obtenida entre las funcio-
nes densidadesfv (R) y nv (R) del espacio poroso, a saber:

dVv (R)=
(π

6

)
H3

vfv (R) dR=
(π

6

)
R3nv (R) dR, (10)

donde(π/6) H3
v = Vvt es el volumen total de los vacı́os en

una unidad de masa de suelo.

2.1. Relacíon de similitud

La consideracíon de una relación de vaćıos constante se tra-
duce en:

e =
Vvt

Vst
=

dVv

dVs
, (11)

de dondedVv/Vvt = dVs/Vst, lo que permite establecer la
relacíon de similitud entre las curvas porosimétrica y granu-
lométrica:

Fv (R) = Fs (D) . (12)

2.2. Relacíon entre los tamãnos de poros y part́ıculas

2.2.1. Modelo I

Se puede argumentar una relación entreD y R a partir de la
aplicacíon de los conceptos de tortuosidad de las trayectorias
de flujo y de la geometrı́a fractal.

El factor de tortuosidad en las trayectorias de flujo se defi-
ne comoT = dLf/dL, dondeL es la trayectoria rectilı́nea y
Lf la trayectoria real en el medio poroso. Considérese un em-
paquetamiento de partı́culas y poros cuyos diámetros equiva-
lentes se encuentran incluidos respectivamente en los interva-
los(D−(dD/2), D+(dD/2)) y (R−(dR/2), R+(dR/2))
y en ńumero ns (D) dD = −dNs (D) y nv (R) dR =
−dNv (R); puesto que las partı́culas est́an ubicadas en todas
las direcciones, se denotan porTx = dxf/dx, Ty = dyf/dy
y Tz = dzf/dz los factores de tortuosidad en las tres direc-
ciones; un valor medio del factor de tortuosidad se obtiene
haciendo(dL)3 = dxdydz y (dLf )3 = dxfdyfdzf , es de-
cir T 3 = TxTyTz. Es claro queT 3 representa la razón entre
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los volúmenes ‘tortuoso’ (dVf ) y fı́sico (dV ) del paquete, es
decirdVf/dV = T 3.

El volumen f́ısico del paquete (dV ) se relaciona con el
volumen de los śolidos pordV = (Ht/Hs)

3
dVs, y de acuer-

do con la Ec. (9) se tienedV (<, D) = (π/6)<3ns (D) dD,
donde< = Ht (D/Hs). Esto quiere decir que el paquete
puede ser caracterizado por esferas de diámetro equivalente
< en un ńumero igual al de las partı́culas; la fase śolida es
la que define la estructura del suelo. El volumen tortuoso del
paquete (dVf ) puede ser caracterizado por las mismas esfe-
ras de díametro equivalente<, pero en ńumero igual al de los
poros ya que las trayectorias de flujo ocurren en el interior
de los mismos, o seadVf (<, R) = (π/6)<3nv (R) dR. Se
tienedV/dNs = dVf/dNv, es decir:

T 3 (R) =
nv (R) dR

ns (D) dD
. (13)

La combinacíon de las Ecs. (9), (10) y (11) permite obte-
ner la relacíon entreR y D siguiente [5]:

R =
D

T (R)
3
√

e (14)

Se ha argumentado que el factor de tortuosidad sigue una
ley potencial [5,11]:

T (R) = Tv

(
Hv

R

)2s−1

, (1− φ)s + φ2s = 1, (15)

dondeTv es un factor de tortuosidad de referencia;s es una
función de la porosidad, de modo ques → 1/2 cuando
φ → 0 y s → 1 cuandoφ → 1, y est́a definido como
s = Df/3, donde es la dimensión fractal de la superficie
de las part́ıculas o de la interfaz entre partı́culas y poros.

Las Ecs. (14) y (15) proporcionan la siguiente relación
entreD y R:

D = Tve−
1
3 H2s−1

v R2(1−s) (16)

Como ilustracíon, la curva de retención de Brooks y Co-
rey [12], proporcionaFv (R) = (R/Rb)

λ dondeλ ≥ 0, y de
las Ecs. (12) y (16) se deduce:

Fs (D) =
(

D

Db

)Λ

, λ = 2 (1− s) Λ, (17)

Db = Tve−
1
3 H2s−1

v R
2(1−s)
b , (18)

conλ < Λ. Aśı, en principio los paŕametrosλ y ψb de la cur-
va de retencíon de Brooks y Corey pueden ser estimados a
partir de la curva granuloḿetrica usando las Ecs. (17) y (18)
siempre y cuando el parámetroTv sea conocido.

Es claro que el factor de tortuosidad induce una relación
espećıfica entreD y R, una ley en potencia deT (R) induce
una relacíon en potencia entreD y R. Enseguida se investi-
gan otras posibles relaciones para describir el factor de tor-
tuosidad a partir de una reconceptualización del modelo de
Arya y Paris.

2.2.2. Modelo II

En el modelo discreto de Arya y Paris el volumen de los
vaćıos es definido mediante la asimilación del espacio poroso
a un tubo ciĺındrico con una sección diferente en cada clase
de part́ıculas. En la adaptación de esta idea en el modelo pre-
sentado por Fuentes [4], se introduce la función densidad de
la longitud de las partı́culas`s (D):

`s (D) = Dns (D) , (19)

de modo que la longitud de las partı́culas con díametros ma-
yores queD, Ls (D), queda definida por:

Ls (D) =

∞∫

D

`s (r) dr. (20)

El volumen de los vaćıos quedaŕıa definido por
dVv (R) = (π/4)R2τ (D) `s (D) dD, donde se ha introdu-
cido el factorτ (D) para alargar el diámetro de las partı́culas.
La relacíon entreR y D se deduce considerando las Ecs. (9)
y (11): R = D

√
2e/3τ (D); el factor2/3 viene de la trans-

formacíon de una esfera a un tubo cilı́ndrico y de hecho pue-
de ser asimilado enτ (D). Para ello, se introduce la función
densidad de la longitud de los poros de manera análoga a la
Ec. (19):

`v (R) = Rnv (R) , (21)

de modo que la longitud de los poros de diámetros mayores
queR, Lv (R), es proporcionada por:

Lv (R) =

∞∫

R

`v (r) dr. (22)

El factor de alargamientoτ (D) se define como:

τ (D) =
dLv

dLs
=

`v (R) dR

`s (D) dD
. (23)

Con las Ecs. (21) y (23), la Ec. (10) se escribe como
dVv (R) = (π/6)R2τ (D) `s (D) dD. La relacíon entreR
y D resultante es la siguiente:

R = D

√
e

τ (D)
. (24)

Esta relacíon es solamente conceptual ya que se desco-
noceτ (D), raźon por la cual es necesario investigar las po-
sibles funciones que puedan representar la dependencia del
factor de alargamiento con respecto al diámetro de partı́cula
o de poro.

La combinacíon de las Ecs. (14) y (24) proporciona una
relacíon entre los factores de alargamiento y tortuosidad:

τ (D) = e
1
3 T 2 (R) , (25)
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y utilizando las Ecs. (15) y (16) se deducen las leyes en po-
tencia siguientes:

τ (R) = τv

(
Hv

R

)3γ

, γ =
2
3

(2s− 1) , (26)

τ (D) = τs

(
Hs

D

)3β

, β =
2s− 1

3 (1− s)
, (27)

dondeτv = e1/3T 2
v = eγ/2τ

1−(3γ/2)
s y 1 − (3γ/2) =

1/ (1 + (3β/2)). Se debe notar que la Ec. (27) corresponde a
la Ec. (2) en el modelo original de Arya y Paris si la discre-
tización de la curva granuloḿetrica es realizada con∆Fsi =
∆Fs = const. y β = α − 1, es decirτs = (3/2) (∆Fs)

β y
Tv =

(
3e−1/3/2

)1−s
(∆Fv)(2s−1)/3.

Se puede establecer otra expresión del factor de alarga-
miento aceptando queτ (D) es proporcional àβ

s (D), es
decir τ (D) = κs [Dns (D)]β , dondeκs es un coeficiente
adimensional yβ = α − 1 [4]. Sin embargo esta expre-
sión presenta algunos inconvenientes, por ejemplo para la
ecuacíon de Brooks y Corey [12], se deduce de las Ecs. (9),
(12) y (24)Λ = λ (2 + 3β) / (2 + λβ). Ahora bien, las cur-
vas de retención y granuloḿetrica en el cat́alogo de suelos
GRIZZLY [13], est́an representadas por ecuaciones de van
Genuchten [14] cuyo comportamiento en los diámetros pe-
quẽnos es similar a la ecuación de Brooks y Corey; los resul-
tados muestran que estadı́sticamenteλ < Λ. Esta desigual-
dad śolo se cumpliŕıa paraλ ≤ 3, a menos que enΛ/λ se
elimine la dependencia con respecto aλ.

Para corregir este incoveniente se proponeτ (D) =
κs [Dns (D)]β [Fs (D)]−c, la cual permite obtenerΛ =
λ (2 + 3β) / [2 + λ (β − c)], que satisfaceλ ≤ Λ si c = β.
La expresíon para el factor de alargamiento toma la forma
siguiente:

τ (D) = κs

[
Dns (D)
Fs (D)

]β

. (28)

La relacíon Λ = λ [1 + (3/2) β] tambíen es obtenida de
la Ec. (28) si en lugar deFs (D) se utilizaDfs (D), pero en
tal caso, en virtud de la Ec. (9), el resultado es equivalente al
ya indicado por la Ec. (27), es decirτ (D) = τs (Hs/D)3β =
τs [ns (D) /fs (D)]β .

La Ec. (28), considerando la Ec. (9) y la pendiente en es-
cala log-log de la curva granulométrica definida por [4]:

ξs (D) =
d ln (Fs)
d ln (D)

, (29)

toma la forma:

τ (D) = τs (D)
(

Hs

D

)3β

, τs (D) = κs [ξs (D)]β , (30)

la cual contiene a la Ec. (27) tomando aτs (D) como una
constante.

El sistema de Ecs. (12), (24), (27) y (30) constituye una
relacíon entre las curvas porosimétrica y granuloḿetrica; si
se propone una representación anaĺıtica de alguna de ellas

la otra queda definida por este sistema. Si se proporciona
Fs (D), la curva porosiḿetrica Fv (R) queda representada
comoFv = Fs (D) y R = R (D), en donde la relación entre
R y D se obtiene de las Ecs. (24) y (30):

R =
(√

e [τs (D)]−1
H−3β

s

)
D1+ 3

2 β . (31)

Cuando se proporciona la curva porosimétrica el sistema
de ecuaciones permite obtener la expresión que define, con
β > 0, la curva granuloḿetrica:

Fs∫

0

[R (Fv)]
2
β F−1

v dFv=
β

2+3β

(
e

κsH
3β
s

) 1
β

D
2
β +3, (32)

dondeR (Fs) representa la función inversa deFs (R).

2.2.3. Modelo III

Otra relacíon posible entre el factor de alargamiento y las fun-
ciones de distribución de los poros ańaloga a la Ec. (27), es:

τ (R) = κv

[
Rnv (R)
Fv (R)

]γ

. (33)

Estaúltima, en virtud de la Ec. (10), puede ser escrita co-
mo:

τ (R) = τv (R)
[
Hv

R

]3γ

, τv (R) = κv [ξv (R)]γ , (34)

dondeξv (R) es la pendiente en escala log-log de la curva
porosiḿetrica definida por:

ξv (R) =
d ln (Fv)
d ln (R)

. (35)

Es claro que la Ec. (34) contiene la Ec. (26) haciendo
τv (R) una constante.

La relacíon entreD y R correspondiente se obtiene de las
Ecs. (24) y (34):

D =
(√

e−1τv (R)H3γ
v

)
R1− 3

2 γ , (36)

con0 ≤ γ ≤ 2/3.
El sistema de Ecs. (12), (24) y (34) constituye otra re-

lación entre las curvas porosimétrica y granuloḿetrica. Si
se proporcionaFs (D) la curva porosiḿetricaFv (R), para
γ < 2/3, queda definida por:

1∫

Fv

[D (Fs)]
− 2

γ F−1
s dFs =

γ

2− 3γ

×
(

e

κvH3γ
v

) 1
γ

D− 2
γ +3, (37)

donde D (Fs) representa la función inversa deFs (D).
Si se proporciona la curva porosimétrica Fv (R), la cur-
va granuloḿetrica queda representada comoFs = Fv (R)
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y D = D (R), en donde la relación entreD y R est́a definida
por la Ec. (32) y (36).

La obtencíon de formas analı́ticas cerradas a través de la
Ec. (32), modelo II, o de la Ec. (37), modelo III, deFs (D)
a partir deFv (R) en el primer caso, o deFv (R) a partir
deFs (D) en el segundo, no es evidente para funciones más
complejas que la función potencial de Brooks y Corey.

En estudios de la transferencia de agua en el suelo, ge-
neralmente es la curva de retención la que es representada
anaĺıticamente; la curva granuloḿetrica correspondiente es
difı́cil de obtener en forma cerrada a partir de la Ec. (32), sin
embargo ella puede ser representada en forma parámetrica
con el modelo III. En tal caso se puede utilizar la Ec. (14),
modelo I, con el factor de tortuosidad que se obtiene de
la combinacíon de las Ecs. (25) y (33) o (34). Haciendo
κt =

√
κve−1/3, el factor de tortuosidad toma la forma si-

guiente:

T (R) = κt

[
Rnv (R)
Fv (R)

] (2s−1)
3

= κt [ξv (R)]
(2s−1)

3

(
Hv

R

)2s−1

, (38)

la cual representa una alternativa a la Ec. (13). La
representación de la curva granuloḿetrica queda como
Fs = Fv (R) y D = D (R), estaúltima es similar a la
Ec. (14), en dondeTv se reemplaza por:

Tv (R) = κt [ξv (R)]
(2s−1)

3 . (39)

2.2.4. Algunas funciones de distribución

Además de la ecuación de Brooks y Corey [12], se han pro-
puesto diversas ecuaciones para representar la curva carac-
teŕıstica de humedad y en consecuencia la curva porosimétri-
ca, como las de Brutsaert [15], van Genuchten [14], Braddock
et al. [16] y la distribucíon log normal. Muchas de estas ecua-
ciones pueden ser construidas a partir deω (ρ) = ωmρλ, que
se denominaŕa distribucíon cańonica y que tiene la estructu-
ra de la ecuación de Brooks y Corey; la escala adimensional
est́a definida porρ = R/Rm y ω = ω (1) conRm un valor
de referencia.

Se puede mostrar a partir de la identidad

ω ≡
ω∫

0

ωd ln (ω) ,

que la distribucíon admite una función densidad del lo-
garitmo de las escalas. En efecto, la transformación
τ = ln (ρ) permite escribir la distribución cańonica co-
mo ω (τ)=ωm exp (λτ) y su densidadp (τ) = dω/dτ =
λω (τ), de donded ln [ω (τ)] = λdτ y ω (τ) = p (τ) /λ; re-
sultados que llevados a la identidad conduce a

ω (τ) =

τ∫

−∞
p (τ) dτ,

a la cual se le impone la condición de normalización
ω (∞) =1.

La ecuacíon de Brutsaert [15], se deduce considerando
que la densidad tiene la forma

dω

dτ
= λω (τ) [1− ω (τ)] ,

la cual es una distribución loǵıstica siḿetrica, en donde
el término [1− ω (τ)] impide el crecimiento sin bornes de
ω (τ). La ecuacíon de van Genuchten [14], puede obtenerse
a partir de una distribución loǵıstica asiḿetrica

dω

dτ
= λω (τ)

[
1− ω1/m (τ)

]
,

dondem > 0 es un paŕametro de asimetrı́a, y haciendo
n=λ/m. La ecuacíon de Braddocket al. [16], se obtiene a
partir de

dω

dτ
= λω (τ)

[
1− ω1/m (τ)

]
[
1− εω1/m (τ)

] ,

a saber:

R = Rdω
1
λ

(
1− ω

1
m

)− 1
n

, (40)

donden = λ/ (1− ε)m y Rd = Rmω−1/λ
(
1− ω1/m

)1/n
.

Conε = 0 se obtiene la ecuación de van Genuchten y deésta
la de Brutsaert conm = 1 .

La distribucíon gaussiana fue establecida por A. Einstein
en sus estudios de las fluctuaciones de una variable aleatoria a
partir de la entroṕıa [18], definida porS∗ (τ) = − ln [ω (τ)],
de dondeSE (τ) ≡ S∗ (0) − S∗ (τ) = ln [ω (τ) /ωm].
Considerando la distribución cańonica se tienep (τ) =
λωm exp [SE (τ)]; SE (τ) es ḿaxima enτ = 0, es decir
S′E (0) = 0 y S′′E (0) < −ε < 0, de modo que su des-
arrollo en potencias alrededor deτ = 0 y hasta el t́ermino
cuadŕatico implicaS∗ (τ) = S∗ (0) +

(
ετ2/2

)
, y en conse-

cuenciap (τ) = λωm exp
(−ετ2/2

)
. Esta densidad ha sido

establecida para valores pequeños deτ , pero en raźon de su
rápido decrecimiento cuando|τ | → ∞, su aplicacíon puede
extenderse sobre todo el dominio de integración, resultando
de la normalizacíon ε = 2π (λωm)2 y por lo tantoω(τ) =
[1 + erf(

√
πλτ/2)]/2, puesto queω (τ = 0) = 1/2 = ωm;

erf(x) es la funcíon de los errores. Se tiene:

ω (R) =
1
2

{
1 + erf

[√
π

2
ln

(
R

Rm

)λ
]}

. (41)

La distribucíon puede ser presentada en su forma usual ya
que la variancia geoḿetrica es proporcionada porσ2=2/πλ2.

El desarrollo de la densidad de Gauss alrededor deτ = 0
y hasta el t́ermino cuadŕatico esp (τ) = λωm

(
1− (

ετ2/2
))

,
este desarrollo corresponde también a la densidad de Cau-
chy p (τ) = λωm

(
1 +

(
ετ2/2

))
. En estaúltima la condi-

ción de normalización proporcionaε = 2 (πλωm)2 y en con-
secuenciaω (τ) = {1 + [2 arctan (πλτ/2) /π]} /2, ya que
ω (τ = 0) = 1/2 = ωm. Se tiene

ω (R) =
1
2

{
1 +

2
π

arctan

[
π

2
ln

(
R

Rm

)λ
]}

. (42)
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Se pueden construir otras funciones de distribución pro-
porcionando la funciónΦ(τ) en la siguiente perturbación de
la distribucíon cańonica: dω/dτ = λωm exp [λτ − Φ(τ)].
Con la funcíon Φ(τ) = Φ0 +

(
µeλτ

)1/p
se obtieneω (τ) =

γ
[(

µeλτ
)1/p ; p

]
y ωmΓ (1 + p) = µeΦ0 , dondeγ (x; p) es

la función gamma incompleta normalizada de variablex y
paŕametrop y Γ (p) es la funcíon gamma (completa) de Eu-
ler; cuandop = 1/2 se deduce el caso estudiado por Fuen-
tes [5]:ω (τ) = erf

(
µeλτ

)
. En general se tiene:

ω (R) = γ





[
µ

(
R

Rm

)λ
] 1

p

; p



 (43)

el paŕametroµ queda definido porγ
(
µ

1
p ; p

)
= ωm.

A la función

Φ(τ) = Φ0 + ln
[
exp

(
µeλτ

)1/p − 1
]
− (λτ/p)

corresponde

ω (τ) = ςI

[(
µeβτ

)1/p
; 1 + p

]

y ωmpΓ (1 + p) ς (1 + p) = µ1+(1/p)eΦ0 , donde ςI [x; s]
es la funcíon zeta incompleta normalizada de variablex y
paŕametros y ς (s) es la funcíon zeta (completa) de Riemann.
Se tiene:

ω (R) = ςI





[
µ

(
R

Rm

)λ
] 1

p

; 1 + p



 (44)

el paŕametroµ queda definido porςI
(
µ

1
p ; 1 + p

)
= ωm.

3. Aplicaciones

Las caracterı́sticas hidrodińamicas de los suelos son de fun-
damental importancia en los estudios de infiltración, precipi-
tación, evaporacíon, drenaje y redistribución del agua en el
suelo. A continuacíon se presenta la validación de los mode-
los fractales de medio poroso de Fuentes I, II y III; en don-
de se establecen las relaciones entre los tamaños de poros y
part́ıculas del suelo. El análisis se extiende de forma expresa
a dos grupos de suelos de propiedades conocidas.

3.1. Suelos analizados por Hwang y Powers

En el trabajo de Hwang y Powers [6], se estudia la relación
entre las curvas de retención y granuloḿetrica representadas

por una distribucíon lognormal y aplicada a suelos arenosos.
Estas curvas de acuerdo con la Ec. (40) pueden escribirse co-
mo:

S (ψ) = Sr +
1
2

(1− Sr)

×
{

1 + erf

[√
π

2
ln

(
ψm

ψ

)λ
]}

, (45)

F (D) = Fr +
1
2

(1− Fr)

×
{

1 + erf

[√
π

2
ln

(
D

Dm

)Λ
]}

, (46)

dondeψm es la presíon asociada aRm y Dm, S = θ/θs es
el grado de saturación, Sr = θr/θs; θsy θr son los conteni-
dos de humedad a saturación y residual, respectivamente. Las
desviaciones estándares geoḿetricas correspondientes están
definidas porσR = σψ =

√
2/π/λ y σD =

√
2/π/Λ.

La relacíon utilizada entre el diámetro de partı́cula y el
radio de poro (r = R/2) es la ley potencial definida por la
Ec. (4). De las Ecs. (45) y (46) se obtieneσψ = σD/υ o
equivalentementeλ = υΛ.

La comparacíon de la Ec. (4) con la Ec. (18) proporciona
el siguiente significado de los parámetrosu y υ:

u = Tv22(1−s)e−
1
3 H2s−1

v , (47)

υ = 2 (1− s) . (48)

Los valores medios de los parámetrosu y υ obtenidos en
79 suelos arenosos de la base de datos UNSODA, son los si-
guientes (Tabla IV de Hwang y Powers, [6]): i) en 40 arenas
u = 1.380 y υ = 0.70 , ii) 20 arenas francosasu = 0.991 y
υ = 0.69, y iii) 19 francos arenososu = 1.618 y υ = 0.68;
D y R est́an en centı́metros. Se debe notar queυ es casi una
constante en las tres clases de suelos; de hecho, si se calcula
υ a partir de los valores medios de los parámetrosσD y σψ

reportados en la Tabla III de Hwang y Powers [6], que para
las tres clases de suelos son respectivamente:σD = 0.635,
0.913, 1.415 y σψ = 0.946, 1.360, 2.110, se obtiene el valor
único deυ ∼= 0.67. Con el valor medio de la porosidad de las
tres clases de suelos,φ ∼= 0.4, las Ecs. (13) y (48) predicen el
valor deυ ∼= 0.65, valor cercano al obtenido precedentemen-
te.

TABLA I. Paŕametros caracterı́sticos de los suelos B, D y F.

Suelo φ (cm3/cm3 ) s υ κ β = α− 1 Dd(µm) Tv

B 0.4717 0.6883 0.6234 0.6041 0.4027 220.31 0.0563

D 0.4415 0.6820 0.6360 0.5724 0.3816 277.12 0.0846

F 0.4264 0.6789 0.6422 0.5571 0.3714 300.35 0.1235
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TABLA II. Paŕametros de la curva de retención de los suelos B, D y F y sus parámetros de calibración τs y Tv.

Suelo θs (cm3/ cm3) Rd (µm) |ψd| (cm) m Tv

B 0.4645 32.37 92.07 0.0563 0.7996

D 0.4112 29.48 101.07 0.0846 1.1157

F 0.3582 25.08 118.82 0.1235 1.3716

3.2. Suelos de Arya y Paris

Para el ańalisis de los suelos de Arya y Paris [2] se utiliza la
distribucíon definida por la Ec. (40), a la cual corresponde la
curva de retención siguiente:

ψ = ψdΘ−
1
λ

(
1−Θ

1
m

) 1
n

, (49)

dondeΘ = (θ − θr) / (θs − θr) y ψd es la presíon asociada
aRd.

La curva porosiḿetrica asociada a la Ec. (49), conside-
randoθr = 0, es:

R = RdF
1
λ

v

(
1− F

1
m

v

)− 1
n

. (50)

La pendiente en escala log-log de la curva porosimétrica
se obtiene de la Ec. (50):

ξv (Fv) = λ

(
1− F

1
m

v

1− εF
1
m

v

)
, (51)

conε = 1− (λ/mn).
La curva granuloḿetrica resultante es la siguiente:

D = DdF
2(1−s)

λ
s

(
1− F

1
m

s

)− 2(1−s)
n

[
ξv (Fs)
ξv (Fsd)

] γv
2

, (52)

donde

Dd = κte
− 1

3 H2s−1
v [ξv (Fsd)]

γv
2 R

2(1−s)
d , (53)

conFsd = Fvd y Fvd definida por

F
1/λ
vd

(
1− F

1/m
vd

)−1/n

= 1.

La relacíon entreR y D definida por la Ec. (39) correspon-
de aγv = 2 (2s− 1) /3 en las Ecs. (52) y (53) y la relación
definida por la Ec. (16) aγv = 0 y κt = Tv.

La curva de retención definida por la Ec. (49) contiene
tres paŕametros de forma{λ, m, n} y pueden ser reducidos
a uno, sin ṕerdida en la calidad de representación de los da-
tos experimentales. En efecto, haciendoλ = mn las funcio-
nesθ (ψ) y Fv (R), Ecs. (49) y (50), se vuelven explı́citas
y corresponde la primera a la curva de retención de van Ge-
nuchten con dos parámetros de forma{m, n}; en este caso
la función Fs (D) definida por la Ec. (52) es explı́cita śolo
cuandoγv = 0. Con una relacíon entrem y n el número de
paŕametros de forma se reduce a uno{m}; se acepta aquı́ la

relacíon m = 1 − (2/n) (van Genuchten, [14]; Fuenteset
al., [17]).

Los supuestos anteriores son utilizados para el análisis
de los suelos B, D y F de Arya y Paris [2]. La densidad de
las part́ıculas es tomada comoρ0 = 2.65 g/cm3 lo que in-
duceHs = 8965.72 µm. Los valores de los parámetrosDd

y m son reportados en la Tabla I, ası́ como los valores de
la porosidad; se debe observar que los valores predichos del
paŕametroα a partir de la porosidad son muy parecidos a los

FIGURA 1. Relacíon entre las curvas (a) granulométrica y (b) de
retencíon de humedad en el suelo B, conTv = 0.7996.
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obtenidos por Arya y Paris [2], el valor medio teórico
αteo = 1.385 (βteo = 0.385) es bastante cercano al valor
de α = 1.38 recomendado por estos autores. El parámetro
θs es tomado de Haverkampet al. [13], y sobre los datos de
las curvas de retención es calibrado el parámetroψd y a par-
tir de éste se obtienen los valores deτs y Tv que permiten
el paso entre las curvas porosimétrica y granuloḿetrica; los
resultados se muestran en la Tabla II.

El paŕametroτs o Tv fue calibrado de modo de minimizar
la suma de cuadrados de los errores entre el contenido de hu-
medad observado y el predicho por el modelo; en la Ec. (9) se
ha consideradoθ = θsF (D), para poder incluir el efecto del
aire atrapado. En las Fig. 1, 2 y 3 se muestra la relación entre
las curvas granuloḿetrica y de retención para los suelos utili-
zados. En (a) se presenta el ajuste de la curva granulométrica
del suelo a partir de su función de distribucíon Fs (D) defi-
nida en la Ec. (52), dondeFs (D) es la frecuencia acumulada
basada en el peso de las partı́culas, cuyos diámetros son in-
feriores o iguales aD. En (b) se muestra la relación entre el
contenido voluḿetrico de agua y la presión del agua, llamada

FIGURA 2. Relacíon entre las curvas (a) granulométrica y (b) de
retencíon de humedad en el suelo D, conTv = 1.1157.

FIGURA 3. Relacíon entre las curvas (a) granulométrica y (b) de
retencíon de humedad en el suelo F, conTv = 1.3716.

curva caracterı́stica de humedad o curva de retención en el
suelo. El potencial de presión por unidad de peso se llama
tambíen presíon efectiva del agua con respecto a la presión
atmosf́erica o simplemente presión del agua, siendo denota-
da tambíen porh(cm) que evoca la altura de una columna
equivalente en agua. En un medio no saturado el potencial de
presíon vaŕıa con respecto al contenido de humedad; a me-
dida que la presión aumenta el contenido de humedad se in-
crementa. El contenido voluḿetrico cuando los poros contie-
nen agua o porosidad volumétrica parcial es denotado como
(cm3/cm3), es decir volumen de agua por unidad de volumen
de suelo y que en un suelo parcialmente saturado es función
del potencial de presión del agua en el suelo. La curva carac-
teŕıstica de humedad es fuertemente afectada por la textura
y la estructura del suelo. Por la textura, mientras mayor es
el contenido de arcilla mayor es la retención del agua para
un valor de la presión y más gradual es la pendiente de la
curva, y por la estructura, se afectan los valores altos de pre-
sión donde los efectos capilares son los predominantes. En la
Fig. 1 se muestra la relación entre las curvas granulométrica
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y de retencíon de humedad en el suelo B, con un factor de
tortuosidadTv = 0.7996. En la Fig. 2 se muestra la relación
entre las curvas granulométrica y de retención de humedad en
el sueloD, con un factor de tortuosidadTv = 1.1157. En la
Fig. 3 se muestra la relación entre las curvas granulométrica
y de retencíon de humedad en el sueloF , con un factor de
tortuosidadTv = 1.3716.

En los modelos anteriores la representación de la hist́ere-
sis en el suelo puede ser atribuida a la no uniformidad
geoḿetrica de los poros individuales, que son generalmen-
te de forma irregular interconectados por pequeños pasajes,
resultando un efecto de tintero. En el rango de potenciales
altos, el efecto de histéresis es, en general, más pronunciado
en suelos de textura gruesa que en los de textura fina. Final-
mente la hist́eresis ha sido generalmente omitida en la teorı́a
y en la practica de la fı́sica de los suelos, esto puede ser justi-
ficado en los procesos que envuelven sólo alguna rama de la
curva como la infiltracíon (mojado) o evaporación (secado),
pero el efecto de histéresis puede ser importante en el caso
de procesos compuestos en lo que ocurre simultáneamente o
secuencialmente el mojado y el secado en varias partes del
perfil del suelo.

4. Conclusiones

Se ha expuesto la curva de retención o caracterı́sticas de hu-
medad del suelo que relaciona el contenido de humedad con
la presíon del agua. También se ha presentado una relación

entre las curvas porosiḿetrica y granuloḿetrica basada en el
supuesto de una relación de vaćıos constante en los diferentes
empaquetamientos de las partı́culas del suelo y en una rela-
ción entre los tamãnos de poro y partı́cula de los suelos. En la
relacíon entre los tamãnos de poro y partı́culas se hace inter-
venir el factor de tortuosidad de las trayectorias de flujo basa-
do en el modelo de Fuentes o un factor de alargamiento de las
part́ıculas basado en el modelo de Arya y Paris. Puesto que la
curva porosiḿetrica est́a asociada a una curva de retención de
humedad del suelo, la relación propuesta puede ser utilizada
para estimar estáultima a partir de la curva granulométrica.
La relacíon entre las curvas es validada con los suelos B, D y
F de Arya y Paris, con buenos resultados. Con el valor medio
de la porosidad de los suelos considerados por Hwang y Po-
wers se pudo predecir los valores de los parámetros emṕıricos
de empaquetamiento y forma de las partı́culas y poros. Final-
mente, la curva de retención ha sido seleccionada a través de
modelos fractales con la curva de distribución del tamãno de
las part́ıculas o curva granuloḿetrica. Los autores recomien-
dan como trabajo futuro realizar revisiones de los modelos
planteados empleando suelos con caracterı́sticas distintas a
los consideradas.
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